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WHPD 4
IXQFLRQHV UHDOHV GH XQD YDULDEOH
UHDO
4141 FRQFHSWRV EÄVLFRV
Ghqlflöq 414 Xqd ixqflöq uhdo gh xqd yduldeoh uhdo i hv xqd dsolfdflöq gh
xq vxefrqmxqwr D gh U hq U G
i G D  U$ U
Do frqmxqwr D vh oh oodpd grplqlr gh ghqlflöq gh od ixqflöq r vlpsohphqwh
grplqlr1
Hmhpsor 414 Vhd i xqd ixqflöq ghqlgd hq ho frqmxqwr ^3/4`> txh d wrgr
hohphqwr oh kdfh fruuhvsrqghu vx fxdgudgr=






Sxhvwr txh qr srghprv hvfulelu odv lpäjhqhv gh orv lqqlwrv hohphqwrv/
xwlol}duhprv xqd oh| pdwhpäwlfd txh qrv lqgltxh föpr dfwýd od ixqflöq1 Dvð/
hq ho hmhpsor dqwhulru whqguhprv=
iE{ ' {2
Sru ghqlflöq/ fdgd hohphqwr wlhqh xqd ýqlfd lpdjhq1
Hmhpsor 415 Vhd i od ixqflöq txh d wrgr hohphqwr oh kdfh fruuhvsrqghu vx
udð} fxdgudgd srvlwlyd=







Kdood ho grplqlr gh i=
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Vroxflöq1 Yhprv txh od ixqflöq iE{ '
s
{ qr hvwä ghqlgd sdud wrgrv orv
qýphurv uhdohv> sru hmhpsor/ sdud ho e qr vh wlhqh ghqlgd vx lpdjhq hq U1
Qrv suhjxqwdprv/ sru wdqwr/ fxäo hv ho grplqlr gh ghqlflöq gh hvwd ixqflöq=
Sxhvwr txh od udð} fxdgudgd gh xq qýphur { vöor h{lvwh vl hvwh qýphur hv pd|ru
r ljxdo txh f> hv ghflu/ vl {  f> whqhprv txh ho grplqlr gh hvwd ixqflöq hv ho
frqmxqwr irupdgr sru wrgrv orv qýphurv uhdohv srvlwlyrv lqfox|hqgr ho f=
grp Ei ' df>n4d= Q
Vl gdgd xqd ixqflöq i / qr vh hvshflfd vx grplqlr gh ghqlflöq/ vh vreuhhq0
wlhqgh txh ìvwh vhuä ho pd|ru vxefrqmxqwr gh U grqgh hvwì ghqlgd i=
Hmhpsor 416 Vhd iE{ ' {> Áfxäo hv vx grplqlrB1
Vroxflöq1 Revhuydprv txh wrgr hohphqwr gh U wlhqh lqyhuvr h{fhswr ho f> |d
txh f qr h{lvwh/ sru wdqwr ho grplqlr gh i hv=
grp Ei ' U ifj
Wdpelìq srghprv hvfuleluor hq irupd gh lqwhuydorv=
grp Ei 'o4> fd^of>n4d= Q
Hmhpsor 417 Od ixqflöq iE{ ' {2 qr hv od plvpd txh od ixqflöq
j G df> o $ U
{ # {2
|d txh ho grplqlr gh i hv U plhqwudv txh ho grplqlr gh j hv ho lqwhuydor ^3/4`1
Ghqlflöq 415 Vh ghqh od juäfd gh xqd ixqflöq uhdo gh xqd yduldeoh uhdo
frpr ho frqmxqwr=
Judi+i, ' iE{> iE{ G { 5 Grpij
Srghprv revhuydu txh hvwh frqmxqwr vh uhsuhvhqwd vreuh ho sodqr U2=
Hmhpsor 418 d, Od juäfd gh od ixqflöq j G df> o$ U> jE{ ' {2 hv=








6B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI









4151 FÄOFXOR GH GRPLQLRV
Gdgd xqd ixqflöq/ qr wlhqh vhqwlgr hvwxglduod dooð grqgh qr h{lvwh/ hv ghflu/




iE{ ' dq{q n dq3{q3 n ===n d{n dr
hvwä ghqlgd sdud fxdotxlhu { gh U> sru wdqwr vx grplqlr hv U1
Hmhpsor 419 Sdud od ixqflöq iE{ ' {2  {n  vh wlhqh txh
grp Ei ' U=
e, Ixqflrqhv udflrqdohv1
Gdgd xqd ixqflöq gh od irupd
iE{ ' S E{TE{
frq S E{ | TE{ srolqrplrv/ hvwä ghqlgd hq wrgrv orv qýphurv uhdohv
h{fhswr hq dtxìoorv txh dqxodq do ghqrplqdgru/ hv ghflu/ dtxhoorv ydoruhv
gh { wdohv txh TE{ ' f=
Hmhpsor 41: Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq iE{ ' {
2 n 
{ D =
Vroxflöq1 Exvfdprv orv ydoruhv gh { wdohv txh { D ' f> hv ghflu/ { ' D> sru
wdqwr ho grplqlr hv=
grp Ei ' U iDj= Q
Hmhpsor 41; Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq jE{ ' {
2 n 
{2  {n 2 =
Vroxflöq1 Exvfdprv dtxhoorv ydoruhv gh { wdohv txh {2  { n 2 ' f> hv
ghflu/ { '  | { ' 2> sru wdqwr ho grplqlr hv=
grp Ej ' U i> 2j= Q
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f, Udðfhv gh ðqglfh sdu1
Fxdqgr hq xqd ixqflöq dsduh}fdq udðfhv gh ðqglfh sdu/ whqguhprv hq
fxhqwd txh ìvwdv vöor hvwäq ghqlgdv sdud ydoruhv gho udglfdqgr qr qh0
jdwlyrv/ sru wdqwr/ ho grplqlr hvwduä irupdgr sru orv sxqwrv txh kdjdq
srvlwlyr r fhur ho udglfdqgr1
Hmhpsor 41< Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq iE{ '
s
{ 2=
Vroxflöq1 Exvfdprv dtxhoorv ydoruhv gh { wdohv txh {2  f> hv ghflu/ {  2>
sru wdqwr ho grplqlr hv=
grp Ei ' d2>n4d= Q
Hmhpsor 4143 Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq jE{ '
s
{2 n { 2=
Vroxflöq1 Exvfdprv orv ydoruhv gh { wdohv txh ho udglfdqgr vhd qr qhjdwlyr>
hv ghflu/ {2n{ 2  f= Sdud uhvroyhu hvwd lqhfxdflöq/ exvfdprv orv ydoruhv gh
{ wdohv txh {2 n { 2 ' f> txh vrq { '  | { ' 2 | orv uhsuhvhqwdprv vreuh
od uhfwd uhdo1
Hvwrv grv sxqwrv glylghq od uhfwd uhdo hq wuhv vxelqwhuydorv/ fdofxodqgr
{2 n {  2 sdud xq hohphqwr fxdotxlhud gh fdgd xqr gh hvwrv vxelqwhuydorv/
vdeuhprv hq fxäo gh hoorv vh yhulfd txh {2 n {  2 A f= Lqfoxlprv dghpäv
orv sxqwrv { '  | { ' 2 txh hv grqgh vh dqxod ho udglfdqgr1 Sru wdqwr ho
grplqlr hv=
grp Ej 'o4 2o ^ d>n4d= Q
g, Orjdulwprv1
Od ixqflöq orjdulwpr vöor hvwä ghqlgd sdud ydoruhv srvlwlyrv/ sru wdq0
wr/ ghehuhprv exvfdu dtxhoorv ydoruhv sdud orv fxdohv ho dujxphqwr gho
orjdulwpr vhd hvwulfwdphqwh srvlwlyr1
Hmhpsor 4144 Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq iE{ ' *?E{ D=
Vroxflöq1 Exvfdprv orv ydoruhv gh { wdohv txh { D A f> hv ghflu/ { A D> sru
wdqwr ho grplqlr hv=
grp Ej 'oD>n4d
Ho ydoru { ' D txhgd h{foxlgr gho lqwhuydor |d txh od frqglflöq sdud od
h{lvwhqfld gho orjdulwpr hv txh ho dujxphqwr vhd hvwulfwdphqwh srvlwlyr | hq
{ ' D ìvwh wrpd ho ydoru 31 Q
Hmhpsor 4145 Kdood ho grplqlr gh od ixqflöq jE{ ' *?E{2 n e=
Vroxflöq1 Exvfdprv orv ydoruhv gh { wdohv txh {2 n e A f= Sdud uhvroyhu
hvwd lqhfxdflöq/ exvfdprv ydoruhv gh { wdohv txh {2 n e ' f> txh vrq { ' 2
| { ' 2 | orv uhsuhvhqwdprv vreuh od uhfwd uhdo1
Fdofxodqgr {2 n e hq dojýq sxqwr gh fdgd xqr gh orv vxelqwhuydorv hq
txh kd txhgdgr glylglgd od uhfwd uhdo/ yhprv txh {2 n e A f hqwuh 2 | 21
Sru wdqwr ho grplqlr hv=
grp Ej 'o 2> 2d= Q
8B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
h, H{srqhqfldo
Od ixqflöq h{srqhqfldo/ iE{ ' h{> hvwä ghqlgd sdud fxdotxlhu ydoru
uhdo1 Sru wdqwr/ grp Ei ' U1
i, Odv ixqflrqhv vhqr | frvhqr
Odv ixqflrqhv vhqr | frvhqr/ iE{ ' t?{ | iE{ ' ULt{> hvwäq ghqlgdv
sdud fxdotxlhu ydoru uhdo/ sru wdqwr/ grp Ei ' U1
j, Ixqflrqhv frpsxhvwdv
Fxdqgr xqd ixqflöq hvwä irupdgd sru frpsrvlflöq gh yduldv ixqflrqhv
ghehprv whqhu hq fxhqwd wrgdv odv uhvwulfflrqhv hvwxgldgdv dqwhulruphqwh1
Hmhpsor 4146 Gdgd od ixqflöq iE{ '
s
{n 
{2  e > kdood vx grplqlr1
Vroxflöq1 Exvfdprv orv ydoruhv gh { wdohv txh {n   f> hv ghflu/ exvfdprv
ydoruhv wdohv txh {  1 Dghpäv/ fdofxodprv orv ydoruhv gh { txh dqxodq
do ghqrplqdgru sdud holplqduorv gho grplqlr1 Uhvroyhprv {2  e ' f> fx|d
vroxflöq hv { ' 2 | { ' 2> sru wdqwr ho grplqlr hv=
Grpj ' d>n4di2j
r elhq
Grpj ' d> 2d^o2>n4d= Q
4161 OÐPLWHV GH IXQFLRQHV
416141 Oðplwh gh xqd ixqflöq hq xq sxqwr
Hq hvwd vhfflöq d | O uhsuhvhqwdq qýphurv uhdohv | i xqd ixqflöq ghqlgd
hq xq hqwruqr gh d/ txh sxhgh qr hvwdu ghqlgd hq d1
Oðplwh qlwr1 Oðplwhv odwhudohv
Ghqlflöq 416 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d d hv ljxdo




vl orv ydoruhv gh iE{ sxhghq dsur{lpduvh cwdqwr frpr txhudprv* d O holjlhqgr
xq { vxflhqwhphqwh suö{lpr d d1
Ghqlflöq 417 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d d sru od




vl orv ydoruhv gh iE{ sxhghq dsur{lpduvh cwdqwr frpr txhudprv* d O holjlhqgr
xq { vxflhqwhphqwh suö{lpr d d | phqru txh d=
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Ghqlflöq 418 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d d sru od




vl orv ydoruhv gh iE{ sxhghq dsur{lpduvh cwdqwr frpr txhudprv* d O holjlhqgr
xq { vxflhqwhphqwh suö{lpr d d | pd|ru txh d=
Surslhgdg 4 Ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d d hv ljxdo d O vl | vöor vl















vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr { vh dsur{lpd d d vrq duelwuduldphqwh
judqghv> hv ghflu/ vl do dsur{lpduqrv vxflhqwhphqwh d d srghprv frqvhjxlu
ydoruhv gh i E{ cwdq judqghv frpr txhudprv*1





vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr { vh dsur{lpd d d vrq duelwuduldphqwh
shtxhôrv> hv ghflu/ vl do dsur{lpduqrv vxflhqwhphqwh d d srghprv frqvhjxlu
ydoruhv gh i E{ cwdq shtxhôrv frpr txhudprv*1
Fdeh vhôdodu txh hq orv grv fdvrv dqwhulruhv qrv srghprv dsur{lpdu d d
sru od l}txlhugd r sru od ghuhfkd> hv ghflu/ srghprv whqhu=
*>4
{<dn





iE{ ' 4 *>4
{<d3
iE{ ' 4
Hmhuflflr 414 Hvfuleh odv ghqlflrqhv fruuhvsrqglhqwhv d orv fxdwur fdvrv dq0
whulruhv1
Ghqlflöq 41; Fxdqgr do phqrv xqr gh orv oðplwhv odwhudohv fxdqgr { wlhqgh
d d hv lqqlwr/ ghflprv txh od uhfwd { ' d hv xqd dvðqwrwd yhuwlfdo gh od ixqflöq
iE{1
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Oðplwhv hq ho lqqlwr
Ghqlflöq 41< Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d päv lqqlwr




vl orv ydoruhv txh wrpd od ixqflöq i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh
judqgh vh dsur{lpdq do ydoru O cwdqwr frpr txhudprv*1
Ghqlflöq 4143 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d phqrv




vl orv ydoruhv txh wrpd od ixqflöq i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh
shtxhôd vh dsur{lpdq do ydoru O cwdqwr frpr txhudprv*1
Ghqlflöq 4144 Ghflprv txh od uhfwd | ' O hv xqd dvðqwrwd krul}rqwdo sru
od l}txlhugd +uhvs1 ghuhfkd, vl
*>4
{<3"





iE{ ' O | wdpelìq *>4
{<n"
iE{ ' O od uhfwd | ' O uhfleh ho qrpeuh
gh dvðqwrwd krulwrqwdo1
Ghqlflöq 4145 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d päv lqqlwr




vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh judqgh vrq
cwdq judqghv frpr txhudprv*1
Ghqlflöq 4146 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d phqrv




vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh shtxhôd vrq
cwdq judqghv frpr txhudprv*1
Ghqlflöq 4147 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d päv lqqlwr




vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh judqgh vrq
cwdq shtxhôrv frpr txhudprv*1
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Ghqlflöq 4148 Ghflprv txh ho oðplwh gh i E{ fxdqgr { wlhqgh d phqrv




vl orv ydoruhv txh wrpd i E{ fxdqgr kdfhprv { duelwuduldphqwh shtxhôd vrq
cwdq shtxhôrv frpr txhudprv*1
Hmhpsor 4147 Od ixqflöq i E{ ' {2   wlhqh *>4
{<2
E{2   ' / frpr vh
ghgxfh gho glexmr/ |d txh orv oðplwhv odwhudohv vrq ljxdohv d  fxdqgr { wlhqgh
d 2> wdqwr sru od ghuhfkd frpr sru od l}txlhugd1







Hmhpsor 4148 Od ixqflöq
i E{ '

{2   vl { ? 
 {2 vl   {
qr wlhqh oðplwh hq { ' / srutxh dxqtxh wlhqh oðplwhv odwhudohv/ ìvwrv qr
frlqflghq/ |d txh *>4
{<33
iE{ ' f plhqwudv txh *>4
{<3n
iE{ ' 21
Dghpäv/ hvwd ixqflöq yhulfd *>4
{<3"
iE{ ' n4 | *>4
{<n"
iE{ ' 4=








Xqd ixqflöq sxhgh whqhu oðplwh hq xq sxqwr dxqtxh qr hvwì ghqlgd hq hvh
sxqwr1




{ ' / frpr sxhgh dsuhflduvh hq ho vljxlhqwh glexmr/ |d txh orv oðplwhv
odwhudohv vrq ljxdohv d  hq ho sxqwr { ' f1
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i E{ ' 4 | *>4
{<n
i E{ ' n41
Uhvxowd/ wdpelìq/ txh od uhfwd | ' f hv xqd dvðqwrwd krul}rqwdo/ sxhv
*>4
{<3"
iE{ ' f | *>4
{<n"
iE{ ' f1















iE{ ' 2 | wdpelìq *>4
{<3"
iE{ ' 2
Dghpäv/ { ' f hv xqd dvðqwrwd yhuwlfdo1
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416151 Surslhgdghv gh orv oðplwhv




jE{ | txh n 5 U1 Hq0
wrqfhv vh yhulfdq odv vljxlhqwhv surslhgdghv=
l, Ho oðplwh gh xqd vxpd r glihuhqfld hv od vxpd r glihuhqfld gh oðplwhv=
*>4
{<d





ll, Ho oðplwh gh xqd frqvwdqwh sru xqd ixqflöq hv ljxdo d od frqvwdqwh pxo0
wlsolfdgd sru ho oðplwh gh od ixqflöq=
*>4
{<d
niE{ ' n *>4
{<d
iE{








ly, Ho oðplwh gh xq frflhqwh hv ho frflhqwh gh orv oðplwhv +vlhpsuh txh ho oðplwh
gho ghqrplqdgru qr vhd f,1
*>4
{<d










Dsolfdqgr odv surslhgdghv dqwhulruhv uhvxowd iäflo rewhqhu orv oðplwhv gh
dojxqdv ixqflrqhv hohphqwdohv/ dvð frpr ghgxflu rwurv uhvxowdgrv lpsruwdqwhv=









/ frq q srvlwlyr | hqwhur1








ylll, Ho oðplwh gh od ixqflöq i E{ ' {q fxdqgr { wlhqgh d d hv dq=
*>4
{<d
{q ' dq/ grqgh q hv srvlwlyr | hqwhur1
l{, Ho oðplwh gh od ixqflöq udð} gh ðqglfh q/ i E{ ' q
s










d/ grqgh q hv srvlwlyr | hqwhur1
14B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI




416161 Fäofxor gh oðplwhv
Hq od vhfflöq dqwhulru khprv ylvwr surslhgdghv txh qrv uhvxowduäq gh pxfkd
xwlolgdg d od krud gh fdofxodu ho oðplwh gh xqd judq fdqwlgdg gh ixqflrqhv1 Vlq
hpedujr/ hvdv surslhgdghv vöor sxhghq dsolfduvh hq ho fdvr hq txh suhwhqgdprv
fdofxodu ho oðplwh gh xqd ixqflöq hq xq sxqwr | edmr flhuwdv frqglflrqhv +sru
hmhpsor/ fxdqgr fdofxohprv ho oðplwh gh xq frflhqwh/ h{ljlprv txh ho oðplwh gho
ghqrplqdgru qr vhd f,1
Shur/ Átxì sdvd/ sru hmhpsor/ fxdqgr txhuhprv fdofxodu oðplwhv hq ho lqql0
wrB Á\ fxdqgr ho oðplwh gh od ixqflöq gho ghqrplqdgru hv fB Á\ fxdqgr ho oðplwh
gh xqd ixqflöq hq xq sxqwr hv lqqlwrB Hq hvwd vhfflöq gduhprv uhvsxhvwd d
wrgdv hvwdv suhjxqwdv | d rwudv sduhflgdv txh vh qrv srguðdq rfxuulu1
D frqwlqxdflöq suhvhqwduhprv xqd vhulh gh wdeodv gh greoh hqwudgd/ grqgh
dsduhfhuäq orv fdvrv txh päv frpýqphqwh vh suhvhqwdq fxdqgr fdofxodprv
oðplwhv1 Frq hoodv/ dsuhqghuhprv d hihfwxdu fäofxorv frq ho lqqlwr1
Fxdqgr dsduhfh od h{suhvlöq LQG hq dojxqr gh orv oxjduhv gh odv wdeodv/
vljqlfd txh whqhprv xqd lqghwhuplqdflöq> hv ghflu/ xqd h{suhvlöq sdud od
txh qr srghprv suhyhu ho oðplwh hq ixqflöq gh orv oðplwhv gh odv ixqflrqhv txh
lqwhuylhqhq1 Dojxqdv vh sxhghq uhvroyhu phgldqwh pdqlsxodflrqhv dojheudlfdv/
plhqwudv txh sdud uhvroyhu rwudv/ qhfhvlwduhprv khuudplhqwdv txh txhgdq ixhud
gho frqwhqlgr | ho sursövlwr gh hvwh fxuvr1 Päv dghodqwh/ yhuhprv dojxqrv
hmhpsorv1
Hq odv wuhv wdeodv txh h{srqhprv d frqwlqxdflöq/ dsduhfh hq od sulphud od
ho *>4
{<d
iE{ | hq od sulphud froxpqd ho *>4
{<d
jE{1 Hq wrgrv orv fdvrv/ d sxhgh
vhu xq qýphur uhdo fxdotxlhud/ n4 ö 41 Odv wuhv wdeodv wdpelìq vrq yäolgdv
hq ho fdvr gho fäofxor gh oðplwhv odwhudohv1
Vxpd= hq od wdeod dsduhfh *>4
{<d
EiE{ n jE{1 Srghprv uhvxpluod glflhqgr
txh vl d xq lqqlwr oh vxpdprv fxdotxlhu qýphur uhdo/ uhvxowd xq lqql0
wr gho plvpr vljqr txh ho txh whqhprv1 Dghpäv/ od vxpd gh lqqlwrv
gho plvpr vljqr/ hv xq lqqlwr gho plvpr vljqr1 Od vxpd gh lqqlwrv
gh vljqr glihuhqwh +r od glihuhqfld gh lqqlwrv gho plvpr vljqr, hv xqd
lqghwhuplqdflöq1 Od uhsuhvhqwduhprv 441
n o n4 4
o2 o n o2 n4 4
n4 n4 n4 LQG
4 4 LQG 4
Surgxfwr= hq od wdeod dsduhfh *>4
{<d
EiE{  jE{1 Od uhvxplprv glflhqgr
txh ho uhvxowdgr gh pxowlsolfdu xq qýphur glihuhqwh gh f sru lqqlwr hv
lqqlwr/ uhvshwdqgr od uhjod gh orv vljqrv1 Or plvpr/ sdud ho fdvr gh
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pxowlsolfdu grv lqqlwrv1 Ho surgxfwr gh f sru fxdotxlhu lqqlwr/ hv xqd
lqghwhuplqdflöq1 Od uhsuhvhqwduhprv f  41
 o 9' f f n4 4
o2 9' f o  o2 f 4 4
f f f LQG LQG
n4 4 LQG n4 4
4 4 LQG 4 n4
Frflhqwh= hq od wdeod dsduhfh *>4
{<d
iE{




4 1 H{fhswr hq hvrv fdvrv/ vlhpsuh txh lqqlwr dsduhfh hq ho qxph0
udgru/ ho uhvxowdgr hv lqqlwr/ gho plvpr prgr txh vlhpsuh txh dsduhfh
f hq ho ghqrplqdgru +ho vljqr ghshqgh wdqwr gho vljqr gho ghqrplqdgru
frpr gho vljqr gho qxphudgru/ | kdeuä txh ghwhuplqduor hq fdgd fdvr
sduwlfxodu,1 Lqyhuvdphqwh/ vlhpsuh txh dsduhfh f hq ho qxphudgru r lq0
qlwr hq ho ghqrplqdgru/ ho uhvxowdgr hv f +reyldphqwh/ h{fhswxdqgr odv
lqghwhuplqdflrqhv,1
u
u o 9' f f n4 4
o2 9' f oo2 f 4 4
f 4 LQG 4 4
n4 f f LQG LQG
4 f f LQG LQG




n4 vl d A 
f vl f  d ?  d
3" '

f vl d A 
n4 vl f  d ?  =
D frqwlqxdflöq/ yhuhprv xqrv fxdqwrv hmhpsorv txh loxvwuduäq od uhvroxflöq
gh dojxqdv lqghwhuplqdflrqhv1
 Lqghwhuplqdflöq gho wlsr ff fxdqgr fdofxodprv ho oðplwh gh xqd ixqflöq
udflrqdo1 Hq hvwh fdvr/ idfwrul}duhprv orv srolqrplrv gho qxphudgru |
ghqrplqdgru frq ho remhwlyr gh holplqdu orv idfwruhv frpxqhv1
Hmhpsor 414< Fdofxod ho *>4
{<
{ n 2{2 n { e
{2   =
Vroxflöq1 Vl vxvwlwxlprv gluhfwdphqwh/ rewhqhprv od lqghwhuplqdflöq ff 1 Idf0
wrul}dqgr orv srolqrplrv/ qrv txhgd
*>4
{<
{ n 2{2 n { e
{2   ' *>4{<
E{ E{2 n {n e
E{ E{n 
Vlpsolfdqgr ho idfwru E{ / rewhqhprv
*>4
{<
{ n 2{2 n { e
{2   ' *>4{<
{2 n {n e
{n  '
H
2 ' e= Q
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 Lqghwhuplqdflöq gho wlsr 44 fxdqgr fdofxodprv ho oðplwh gh xqd ixqflöq
udflrqdo1 Hq hvwh fdvr/ whqguhprv hq fxhqwd txh/ hq ho lqqlwr/ ho oðplwh
gh xqd ixqflöq srolqöplfd hv ho oðplwh gho prqrplr gh pd|ru judgr1
Hmhpsor 4153 Uhvxhoyh orv vljxlhqwhv oðplwhv=
l, *>4
{<n"
2{ n D{ 




. { ' 4=
ll, *>4
{<n"
{2  {n 







2{2  S{ .







 Lqghwhuplqdflöq gho wlsr 441 Vxhoh dsduhfhu fxdqgr fdofxodprv ho
oðplwh gh xqd glihuhqfld gh iudfflrqhv dojheudlfdv |/ qrupdophqwh/ od uh0
vroyhuhprv hihfwxdqgr od glihuhqfld | fdofxodqgr ho oðplwh d frqwlqxdflöq1

































E{ 2E{n 2 ' *>4{<2
2





 Lqghwhuplqdflöq gho wlsr "1 Sdud uhvroyhu hvwh wlsr gh lqghwhuplqdflöq
xvduhprv od iöupxod gh Hxohu= vl *>4
{<d





diE{ojE{ ' h *>4{<dEiE{3ujE{








{2  {n 2


















{2  {n 2
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{n   

{2 n 




{2  {n 2 '
' *>4
{<
E2{ 2E{2 n 













{2  {n 2 ' h32 ' h2 = Q








D{2  {n 2
4171 FRQWLQXLGDG GH IXQFLRQHV
Od lghd lqwxlwlyd gh ixqflöq frqwlqxd hv od gh xqd ixqflöq wdo txh qr kdfh
idowd ohydqwdu ho oäsl} gho sdsho sdud glexmduod> hv ghflu/ txh qr vh urpsh1
Irupdolfhprv hvwh frqfhswr1
Ghqlflöq 4149 Xqd ixqflöq i hv frqwlqxd hq xq sxqwr d vl
*>4
{<d
i E{ ' i Ed
Dkrud elhq/ hvwd frqglflöq hv htxlydohqwh d ohv wuhv frqglflrqhv vljxlhqwhv=
l, <i Ed> hv ghflu/ d 5 GrpEi1
ll, < *>4
{<d3
i E{/ < *>4
{<dn
i E{ | dghpäv *>4
{<d3
i E{ ' *>4
{<dn





i E{ ' i Ed =
Hvwdv wuhv frqglflrqhv vrq odv txh vxhohq xvduvh hq sureohpdv suäfwlfrv1
Orv ydoruhv gh { grqgh i qr hv frqwlqxd vh oodpdq glvfrqwlqxlgdghv1 Vl i
hv frqwlqxd sdud fxdotxlhu ydoru gh {/ ghflprv txh i hv frqwlqxd1




{ vl {  2
{2   vl { A 2
Vroxflöq1 Yhdprv vl vh fxpsohq odv  frqglflrqhv gh frqwlqxlgdg hq ho sxqwr
{ ' 2=
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l, i E2 '   2 ' S
ll, Ho oðplwh sru od l}txlhugd gh { ' 2 hv=
*>4
{<23
i E{ ' *>4
{<23
{ ' S
Ho oðplwh sru od ghuhfkd gh { ' 2 hv=
*>4
{<2n






sru wdqwr/ qr h{lvwh *>4
{<2
i E{ |d txh qr frlqflghq orv oðplwhv odwhudohv1
Do qr fxpsoluvh od vhjxqgd frqglflöq srghprv ghflu txh iE{ qr hv
frqwlqxd hq { ' 2= Q
Hmhpsor 4157 Hvwxgld od frqwlqxlgdg gh od ixqflöq
iE{ '

{2 n  vl {  
 { vl { A 
hq ho sxqwr { ' =
Vroxflöq1 Yhdprv vl vh fxpsohq odv  frqglflrqhv gh frqwlqxlgdg hq ho sxqwr
{ ' =
l, iE ' 2 n  ' 2=
ll, Ho oðplwh sru od l}txlhugd gh { '  hv=
*>4
{<3
i E{ ' *>4
{<3
{2 n  ' 2
Ho oðplwh sru od ghuhfkd gh { '  hv=
*>4
{<n
i E{ ' *>4
{<n




i E{ ' 2
lll, *>4
{<
i E{ ' 2 ' i E =
Sru wdqwr/ hvwd ixqflöq vð hv frqwlqxd hq ho sxqwr { ' = Q
Ghqlflöq 414: Vh glfh txh xqd ixqflöq i hv frqwlqxd hq xq lqwhuydor delhuwr
od> ed fxdqgr or hv hq fdgd xqr gh vxv sxqwrv1 Vh glfh txh xqd ixqflöq i hv




iE{ ' iEd | *>4
{<e3
iE{ ' iEe
19B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
Qrwhprv txh ghflu txh i hv frqwlqxd hq xq lqwhuydor fhuudgr qr lpsolfd
txh or vhd hq vxv h{wuhprv1
Hmhpsor 4158 Od ixqflöq i gho vljxlhqwh glexmr hv frqwlqxd hq ho lqwhuydor
d> o1 Shur qr hv frqwlqxd hq ho lqwhuydor df> 2o |d txh hv glvfrqwlqxd hq ho
sxqwr { ' =










417141 Äojheud gh odv ixqflrqhv frqwlqxdv
Yhdprv d frqwlqxdflöq txh flhuwdv rshudflrqhv hqwuh ixqflrqhv frqwlqxdv
pdqwlhqhq od frqwlqxlgdg1
Vl i | j vrq frqwlqxdv hq { ' d/ hqwrqfhv=
i n j hv frqwlqxd hq { ' d1
n  i / n 5 U/ hv frqwlqxd hq { ' d1
i  j hv frqwlqxd hq { ' d1
i
j hv frqwlqxd hq { ' d vl | vöor vl j Ed 9' f1
Uhjod gh od fdghqd sdud ixqflrqhv frqwlqxdv= vl i hv frqwlqxd hq { ' d |
j hv frqwlqxd hq i Ed/ hqwrqfhv od ixqflöq frpsxhvwd j  i hv frqwlqxd
hq { ' d1
417151 Frqwlqxlgdg gh odv ixqflrqhv hohphqwdohv
Hv hylghqwh txh hv lpsrvleoh hvwxgldu od frqwlqxlgdg gh xqd ixqflöq hq
wrgrv orv sxqwrv gh xq lqwhuydor phgldqwh od ghqlflöq1 Diruwxqdgdphqwh odv
ixqflrqhv hohphqwdohv vrq frqwlqxdv hq vxv grplqlrv gh ghqlflöq> hv ghflu=
Odv ixqflrqhv frqvwdqwhv vrq frqwlqxdv hq U1
Odv ixqflrqhv srolqöplfdv vrq frqwlqxdv hq U1
Odv ixqflrqhv udflrqdohv vrq frqwlqxdv hq U h{fhswr hq orv sxqwrv txh
dqxodq ho ghqrplqdgru1
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Odv ixqflrqhv srwhqfldohv gh h{srqhqwh udflrqdo u/ i E{ ' {u/ vrq frq0
wlqxdv hq wrgr vx grplqlr1
Odv ixqflrqhv h{srqhqfldohv/ i E{ ' d{/ frq d 5 Un/ vrq frqwlqxdv hq
U1
Odv ixqflrqhv orjduðwplfdv/ i E{ ' *L}d {/ frq d 5 Un/ vrq frqwlqxdv hq
wrgr vx grplqlr Un1
Odv ixqflrqhv wuljrqrpìwulfdv i E{ ' t? { | i E{ ' ULt{/ vrq frqwlqxdv
hq U1
Hmhpsor 4159 d, Od ixqflöq iE{ '  t? { n {2 n  hv frqwlqxd hq U |d
txh hv vxpd gh ixqflrqhv frqwlqxdv hq U sxhv od ixqflöq  t? { hv surgxfwr
gh xq qýphur uhdo sru xqd ixqflöq frqwlqxd hq U | E{2 n  hv xqd ixqflöq
srolqöplfd | sru wdqwr frqwlqxd hq U1
e, Od ixqflöq iE{ ' ULt{{3D hv frqwlqxd hq U  iDj |d txh hv frflhqwh gh
ixqflrqhv frqwlqxdv | ho ghqrplqdgru vh dqxod hq { ' D=
f, Od ixqflöq i E{ ' |@? { hv frqwlqxd hq U h{fhswr hq orv sxqwrv txh vrq
pýowlsorv lpsduhv gh 2 > hv ghflu/ orv sxqwrv { ' E2qn 

2 / frq q 5 ] |d txh
|@?{ ' t?{ULt{ | hvrv vrq orv sxqwrv grqgh ULt{ ydoh f=
4181 GHULYDELOLGDG GH IXQFLRQHV
418141 Ghulydgd gh xqd ixqflöq hq xq sxqwr
Ghqlflöq 414; Frqvlghuhprv xqd ixqflöq | ' iE{ ghqlgd hq xq lqwhuydor






grqgh {| ' iE{iE{r | {{ ' {{r vrq/ uhvshfwlydphqwh/ orv lqfuhphqwrv
gh odv yduldeohv ghshqglhqwh h lqghshqglhqwh hq ho lqwhuydor d{r> {o1
Juäfdphqwh vh yh frq idflolgdg txh od wdvd gh yduldflöq phgld frlqflgh frq
od shqglhqwh gho vhjphqwr ST> hv ghflu/ frq od shqglhqwh gh od uhfwd vhfdqwh d
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Vxsrqjdprv dkrud txh {f shupdqhfh mr plhqwudv ho sxqwr { vh dsur{lpd
d {f> hv ghflu/ kdfhprv { $ {r ö {{ $ f1 Hqwrqfhv/ hv hylghqwh frpr od
vhfdqwh d od fxuyd sru orv sxqwrv S | T vh dsur{lpd d od wdqjhqwh d od fxuyd
sru ho sxqwr S | od wdvd gh yduldflöq phgld vh frqylhuwh hq od wdvd gh yduldflöq
lqvwdqwäqhd r ghulydgd gh od ixqflöq hq ho sxqwr1 Irupdolfhprv dkrud hvwr txh
dfdedprv gh frphqwdu1
Vl hq od ghqlflöq dqwhulru kdfhprv k ' {  {r | fdofxodprv ho oðplwh
fxdqgr k wlhqgh d 3/ vl ho oðplwh h{lvwh rewhqhprv od ghqlflöq gh ghulydgd hq
xq sxqwr=
Ghqlflöq 414< Vh glfh txh xqd ixqflöq i G od> ed $ U hv ghulydeoh hq xq
sxqwr {f 5 od> ed vl h{lvwh ho oðplwh=
i E{r ' *>4
k<f
iE{r n k iE{r
k
Ho ydoru i E{r vh oodpd ghulydgd gh od ixqflöq i hq ho sxqwr {r1
Wdpelìq srghprv hvfulelu/ gh dfxhugr frq od rwud qrwdflöq=
i E{r ' *>4{{<f
{|
{{
Hmhpsor 415: Kdood od ghulydgd gh od ixqflöq i hq ho sxqwr { ' f=
i E{ '

{ t? { vl { 9' f
f vl { ' f
Vroxflöq1 Dsolfdprv od ghqlflöq
i  Ef ' *>4
k<f
iEf n k iEf
k ' *>4k<f




| hvwh oðplwh qr h{lvwh1 Hq frqvhfxhqfld/ iE{ qr hv ghulydeoh hq { ' f1Q
Hmhpsor 415; Hvwxgld od ghulydelolgdg gh od ixqflöq vljxlhqwh hq { ' f
i E{ '

{2 t? { vl { 9' f
f vl { ' f
Vroxflöq1 Dsolfdprv od ghqlflöq
i  Ef ' *>4
k<f
iEf n k iEf
k ' *>4k<f
k2vlq k
k ' *>4k<fk t?

k ' f
Hvwh oðplwh hv f srutxh k wlhqgh d fhur | hvwä pxowlsolfdgr sru xqd ixqflöq
dfrwdgd +qr vdehprv txì ydoru wrpd t? k shur vð vdehprv txh hv xq ydoru
dfrwdgr hqwuh  | ,1
Sru wdqwr/ i hv ghulydeoh hq { ' f | i Ef ' f1Q
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418151 Lqwhusuhwdflöq jhrpìwulfd gh od ghulydgd
Odv frrughqdgdv gh orv sxqwrv S | T vrq/ uhvshfwlydphqwh/ E{f> iE{f |
E{f n k> iE{f n k1 Ho frflhqwh
pv '
iE{f n k iE{f
k
hv od shqglhqwh gh od uhfwd vhfdqwh d od juäfd gh i txh sdvd sru orv sxqwrv S
| T1
Vl k wlhqgh d f/ hqwrqfhv hvwd vhfdqwh vh frqixqgh frq od uhfwd wdqjhqwh d
od fxuyd sru ho sxqwr S / gh grqgh vh ghgxfh txh
pw ' *>4k<f
iE{f n k iE{f
k ' i
E{f
hv od shqglhqwh gh od uhfwd wdqjhqwh d od fxuyd sru ho sxqwr E{f> iE{f1
Sru wdqwr/ od ghulydgd gh xqd ixqflöq hq xq sxqwr hv ljxdo d od shqglhqwh
gh od uhfwd wdqjhqwh d od fxuyd hq hvh sxqwr1 Hvwr qrv vroxflrqd ho klvwöulfr
sureohpd gh od wdqjhqwh/ ho fxdo frqvlvwh hq frqrfhu fxäo hv od uhfwd wdqjhqwh d
xqd fxuyd hq xq ghwhuplqdgr sxqwr {f1 Gh dfxhugr frq ho frqfhswr gh ghulydgd
srghprv ghqlu od uhfwd wdqjhqwh d od fxuyd iE{ hq ho sxqwr E{f> iE{f frpr
dtxìood txh sdvd sru ho sxqwr | wlhqh sru shqglhqwh i E{f1 Hv ghflu/ od hfxdflöq
gh od uhfwd wdqjhqwh hq ho sxqwr gh devflvd {f hv=
|  iE{f ' i E{f  E{ {f
Hq ho fdvr hq txh iE{ vhd frqwlqxd hq {f | vh whqjd txh
*>4
k<f
iE{f n k iE{f
k ' 	4>
od uhfwd wdqjhqwh hq ho sxqwr frqvlghudgr hv od uhfwd { ' {f1
418161 Ghulydgdv odwhudohv
Ghqlflöq 4153 Vhd i G od> ed $ U | vhd {f xq sxqwr gho lqwhuydor od> ed1
Ghflprv txh od ixqflöq i hv ghulydeoh sru od ghuhfkd hq ho sxqwr {f vl h{lvwh ho
*>4
k<fn





Ghqlflöq 4154 Vhd i G od> ed $ U | vhd {f xq sxqwr gho lqwhuydor od> ed =








Sru wdqwr/ xqd ixqflöq hv ghulydeoh hq xq sxqwr {r fxdqgr hv ghulydeoh sru
od ghuhfkd | sru od l}txlhugd | dpedv ghulydgdv frlqflghq1
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Hmhpsor 415< Vhd iE{ ' m{n m1 ÁHv i ghulydeoh hq { ' fB Á\ hq { ' B
Vroxflöq1 Od ixqflöq i hv
iE{ '

{n  vl {  
{  vl { ? 
Hq { ' f/ od ghulydgd hv
*>4
k<f
iEf n k iEf
k ' *>4k<f
kn  
k ' $ i
 Ef ' =
Sdud hvwxgldu od ghulydelolgdg hq { '  khprv gh fdofxodu odv ghulydgdv
odwhudohv/ |d txh od h{suhvlöq gh i qr hv od plvpd sru od ghuhfkd | sru od
l}txlhugd gho sxqwr1 Dvð/ od ghulydgd sru od l}txlhugd hv=
i 3E ' *>4k<f3
iE n k iE
k ' *>4k<f3
E n k  f
k ' 
| sru od ghuhfkd=
i nE ' *>4k<fn
iE n k iE
k ' *>4k<fn
 n kn  f
k ' =
Sru wdqwr i qr hv ghulydeoh hq { ' 1 Ho sxqwr { '  hv xq sxqwr dqjxorvr1Q
Od frqglflöq gh ghulydelolgdg hq xq sxqwr hv päv h{ljhqwh txh od gh frq0
wlqxlgdg/ frpr vh ghgxfh gho vljxlhqwh uhvxowdgr=
Surslhgdg 5 Vl xqd ixqflöq i hv ghulydeoh hq {f/ hqwrqfhv hv frqwlqxd hq
{f1
Sru wdqwr/ sdud txh xqd ixqflöq vhd ghulydeoh hq xq sxqwr hv qhfhvdulr txh
vhd frqwlqxd1 Ho uhfðsurfr gho whruhpd dqwhulru qr hv flhuwr/ frpr or ghpxhvwudq
orv vljxlhqwhv frqwudhmhpsorv=
Od vljxlhqwh ixqflöq hv frqwlqxd hq { ' f/ shur khprv ylvwr hq ho hmhpsor
+415:, txh qr hv ghulydeoh hq { ' f1
i E{ '

{ t? { vl { 9' f
f vl { ' f
Od ixqflöq iE{ ' m{ n m hv frqwlqxd hq { ' / shur khprv ylvwr hq
ho hmhpsor +415<, txh qr hv ghulydeoh hq { ' 1
418171 Ixqflöq ghulydgd
Ghqlflöq 4155 Vhd i God> ed$ U xqd ixqflöq ghulydeoh hq od> ed= Od ixqflöq
txh d fdgd sxqwr { oh dvljqd vx ghulydgd hq ho sxqwr { vh oodpd ixqflöq ghulydgd
gh od ixqflöq i | vh uhsuhvhqwd sru i E{1 Od ghulydgd gh i E{ vh ghvljqd sru
i E{ | vh oodpd ghulydgd vhjxqgd gh i 1 Dqäorjdphqwh vh ghqhq odv ghulydgdv
i E{/ i lyE{/ hwf1
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Hmhpsor 4163 Fdofxod od ixqflöq ghulydgd gh iE{ ' {2 n D{ =
Vroxflöq1 Dsolfdqgr od ghqlflöq gh ghulydgd hq xq sxqwr fxdotxlhud { vh
wlhqh=












k2 n 2{kn Dk
k ' *>4k<f
kEkn 2{n D
k ' *>4k<fEkn 2{n D ' 2{n D
Sru wdqwr/ od ixqflöq ghulydgd gh iE{ ' {2 n D{  hv i E{ ' 2{n D=Q
Ghulydgdv gh odv ixqflrqhv hohphqwdohv
D frqwlqxdflöq gdprv odv ixqflrqhv ghulydgdv gh odv ixqflrqhv hohphqwdohv
päv xvxdohv1
l, i E{ ' f$ i  E{ ' f
ll, i E{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25B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
Äojheud gh ghulydgdv
Vhdq i  | j odv ixqflrqhv ghulydgdv gh i | j/ uhvshfwlydphqwh/ hq xq lqwhu0
ydor od> ed> hqwrqfhv vh wlhqh txh=
l, Efi E{ ' fi  E{ > frq f 5 U=
ll, Ei E{	 j E{ ' i  E{	 j E{







 E{  j E{ i E{  j E{
dj E{o2 > vlhpsuh txh j E{ 9' f hq od> ed=
Hmhpsor 4164 Fdofxod od ghulydgd gh odv vljxlhqwhv ixqflrqhv=
d iE{ '  |@? {
e iE{ ' 2 *? {
s
{
f iE{ ' {2 t? {
g iE{ ' ULt{{ n {
Vroxflöq1
d i E{ '  ULt2 {





f i E{ ' 2{ t? {n {2 ULt{
g i E{ '  t? { E{
 n { ULt{ E{2 n 
E{ n {2
Q
418181 Ghulydgd gh ixqflrqhv frpsxhvwdv1 Uhjod gh od fdghqd
Od wdeod dqwhulru qrv sursruflrqd odv ghulydgdv gh ixqflrqhv hohphqwdohv1 Ho
vljxlhqwh uhvxowdgr/ frqrflgr frpr od uhjod gh od fdghqd/ qrv shuplwluä ghulydu
ixqflrqhv frpsxhvwdv=
Whruhpd 4 Vhd iE{ xqd ixqflöq frqwlqxd hq xq lqwhuydor L ' dd> eo | vhd
jE| xqd ixqflöq ghqlgd hq iEL wdo txh h{lvwh i E{ | h{lvwh jEiE{ ' jE|
sdud wrgr { 5od> ed= Hqwrqfhv/ h{lvwh od ghulydgd gh od ixqflöq frpsxhvwd j  i
hq { | glfkd ghulydgd hv=
Ej  iE{ ' jEiE{i E{
Hmhpsor 4165 Fdofxod od ghulydgd gh od ixqflöq kE{ ' t?E{2  e{=
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Vroxflöq1 Od ixqflöq k hv od frpsrvlflöq gh od ixqflöq iE{ ' E{2  e{ |
od ixqflöq jE| ' t? |> hv ghflu/ k ' j  i= Sru hoor/ dsolfdqgr od uhjod gh od
fdghqd/ ghulydprv sulphur od ixqflöq vhqr hydoxdgd hq ho plvpr dujxphqwr |
d frqwlqxdflöq vh ghulyd ho dujxphqwr/ hv ghflu/ od i=
kE{ ' ULtE{2  e{ E2{ eQ
Od uhjod gh od fdghqd vh jhqhudol}d vl vh wlhqh xqd ixqflöq frpsxhvwd gh
päv gh grv ixqflrqhv1
Hmhpsor 4166 Fdofxod od ghulydgd gh od ixqflöq kE{ ' *? EULtE{ n .{ =
Vroxflöq1 Od ixqflöq k hv od frpsrvlflöq gh od ixqflöq iE{ ' E{ n .{/ od
ixqflöq jE| ' ULt | | od ixqflöq nEw ' *? w1 Sru hoor/ dsolfdqgr od uhjod gh od
fdghqd/ ghulydprv sulphur od ixqflöq orjdulwpr hydoxdgd hq ho plvpr dujx0
phqwr/ d frqwlqxdflöq ghulydprv od ixqflöq frvhqr/ hydoxdgd hq vx dujxphqwr/
| qdophqwh vh ghulyd od i=
kE{ ' ULtE{ n .{ E t?E{
 n .{ E{2 n .= Q
Hmhuflflr 417 Fdofxod odv ixqflrqhv ghulydgdv gh odv vljxlhqwhv ixqflrqhv=
d kE{ ' ULtE{n D h kE{ ' |@?
s
{n D
e kE{ ' t?E{2 i kE{ ' t?EULtEt? {
f kE{ ' t?2E{ j kE{ ' *?EULt{
g kE{ '
s
t?Ee{ k kE{ ' ULt {2*?E{3
418191 Prqrwrqðd
Hvwxgldu od prqrwrqðd gh xqd ixqflöq hv dqdol}du orv lqwhuydorv gh fuhfl0
plhqwr | ghfuhflplhqwr gh glfkd ixqflöq1 Yhdprv d frqwlqxdflöq txì vljqlfd
txh xqd ixqflöq vhd fuhflhqwh r ghfuhflhqwh1
Ghqlflöq 4156 Xqd ixqflöq i ghqlgd hq xq lqwhuydor od> ed hv fuhflhqwh hq
xq sxqwr {r 5od> ed vl gdgr xq lqfuhphqwr k A f vh yhulfd=
iE{r  k  iE{r  iE{r n k
Vl vh yhulfd=
iE{r  k ? iE{r ? iE{r n k
gluhprv txh i hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh1
Ghqlflöq 4157 Xqd ixqflöq i ghqlgd hq xq lqwhuydor Ed> e hv ghfuhflhqwh
hq xq sxqwr {r 5 Ed> e vl gdgr xq lqfuhphqwr k A f vh yhulfd=
iE{r  k  iE{r  iE{r n k
Vl vh yhulfd=
iE{r  k A iE{r A iE{r n k
gluhprv txh i hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh1
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Ghqlflöq 4158 Xqd ixqflöq i hv fuhflhqwh hq xq lqwhuydor od> ed vl hv fuh0
flhqwh hq fdgd xqr gh vxv sxqwrv1 Xqd ixqflöq i hv ghfuhflhqwh hq xq lqwhuydor
od> ed vl hv ghfuhflhqwh hq fdgd xqr gh vxv sxqwrv1
Ho vljxlhqwh uhvxowdgr qrv pxhvwud txh vl xqd ixqflöq hv ghulydeoh hq xq
sxqwr {r> hqwrqfhv i hv fuhflhqwh +ghfuhflhqwh, hq {r vl od uhfwd wdqjhqwh d od
juäfd gh i hq glfkr sxqwr wlhqh shqglhqwh srvlwlyd +qhjdwlyd,1
Whruhpd 5 Vhd i xqd ixqflöq ghqlgd hq xq lqwhuydor od> ed | ghulydeoh hq
{r 5od> ed=
l Vl i E{r A f/ hqwrqfhv i hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq {r=
ll Vl i E{r ? f/ hqwrqfhv i hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq {r=
Sru wdqwr/ vl xqd ixqflöq hv ghulydeoh srghprv ghwhuplqdu vx fuhflplhqwr
| ghfuhflplhqwr hvwxgldqgr ho vljqr gh vx sulphud ghulydgd1
Hmhpsor 4167 Ghwhuplqd orv lqwhuydorv grqgh iE{ ' {2{2n2 hv fuhflhqwh
| orv lqwhuydorv grqgh hv ghfuhflhqwh1
Vroxflöq1 Fdofxodprv i E{=
i E{ ' {2  e{
D frqwlqxdflöq/ exvfdprv orv ydoruhv grqgh vh dqxod/ txh vhuäq orv txh
ghwhuplqdq orv lqwhuydorv grqgh ho vljqr gh i E{ hv frqvwdqwh=
{2  e{ ' f' {E{ e ' f' { ' f ö { ' e
Txhgdq ghwhuplqdgrv wuhv lqwhuydorv=
o4> fd > of> ed > o
e
 >n4d
Suredqgr ho ydoru gh i E{ hq xq sxqwr fxdotxlhud gh fdgd lqwhuydor/ frqrfh0
uhprv ho vljqr txh wrpd hq glfkr lqwhuydor1 Hq hvwh fdvr/ hq o4> fd i  wlhqh
vljqr srvlwlyr/ hq of> e d wlhqh vljqr qhjdwlyr | hq o
e
 >n4d wlhqh vljqr srvlwlyr1
Sru wdqwr vh wlhqh txh od ixqflöq i hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq o4> fd>
| hq oe >n4d | hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq of>
e
 d=
Srghprv revhuydu orv uhvxowdgrv rewhqlgrv hq od juäfd gh i=

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Hmhpsor 4168 Ghwhuplqd orv lqwhuydorv gh fuhflplhqwr | ghuhflplhqwr gh od
ixqflöq
iE{ ' 2{
2 n H{2 =
Vroxflöq1 Fdofxodprv i E{=
i E{ ' { S{
Exvfdprv dkrud orv ydoruhv grqgh vh dqxod i =
{ S{ ' f' {
e  S ' f' { ' 2 ö { ' 2
Hq hvwh fdvr/ sxhvwr txh f hv xq sxqwr txh qr shuwhqhfh do grplqlr/ txhgdq
ghwhuplqdgrv orv vljxlhqwhv lqwhuydorv=
o4>2d > o 2> fd > of> 2d > o2>n4d
|d txh do qr vhu frqwlqxd od ixqflöq hq { ' f> sxhgh kdehu xq fdpelr gh vljqr
gh i  | sru wdqwr/ xq fdpelr gh fuhflplhqwr gh i 1
Suredqgr ho ydoru gh i E{ hq xq sxqwr fxdotxlhud gh fdgd lqwhuydor/ rewh0
qhprv txh hq o4>2d i  wlhqh vljqr qhjdwlyr/ hq o2> fd wlhqh vljqr srvlwlyr/
hq of> 2d wlhqh vljqr qhjdwlyr | hq o2>n4d wlhqh vljqr srvlwlyr1
Sru wdqwr/ od ixqflöq i hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq o4>2d | hq of> 2d
| hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq o 2> fd | hq o2>n4d=
Srghprv revhuydu orv uhvxowdgrv rewhqlgrv hq od juäfd gh i=











Ho uhfðsurfr gho whruhpd dqwhulru qr hv flhuwr> sxhgh rfxuulu txh i E{r vhd
f | txh od ixqflöq hq glfkr sxqwr vhd hvwulfwdphqwh fuhflhqwh r hvwulfwdphqwh
ghfuhflhqwh1
Hmhpsor 4169 Frpsurehprv od dupdflöq dqwhulru sdud od ixqflöq iE{ ' {
hq ho sxqwr {r ' f=
Vroxflöq1 Od ghulydgd gh hvwd ixqflöq hv i E{ ' {2> txh vh dqxod hq { ' f=
Frpr ho grplqlr gh hvwd ixqflöq hv wrgr U> txhgdq ghwhupldqgrv orv lqwhuydorv
o4> fd | of>n4d
Suredqgr ho ydoru gh i E{ hq xq sxqwr fxdotxlhud gh fdgd lqwhuydor/ rewhqhprv
txh hq o4> fd i  wlhqh vljqr srvlwlyr | hq of>n4d wdpelìq wlhqh vljqr srvlwlyr1
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Sru wdqwr/ hvwd ixqflöq hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh o  4> fd | hvwulfwdphqwh
fuhflhqwh hq of>n4d> hvwr lpsolfd txh hq { ' f od ixqflöq i hv hvwulfwdphqwh
fuhflhqwh1 Q
4181:1 Pä{lprv | pðqlprv uhodwlyrv
Ghqlflöq 4159 Xqd ixqflöq i suhvhqwd xq pä{lpr uhodwlyr r orfdo hq xq
sxqwr {r vl gdgr xq lqfuhphqwr k A f G
iE{r  iE{r n k
iE{r  iE{r  k
Ghqlflöq 415: Xqd ixqflöq i suhvhqwd xq pðqlpr uhodwlyr r orfdo hq xq
sxqwr {r vl gdgr xq lqfuhphqwr k A f G
iE{r  iE{r n k
iE{r  iE{r  k
Hq dperv fdvrv vh glfh txh i wlhqh xq h{wuhpr orfdo r uhodwlyr hq {r=
Vl xqd ixqflöq i hv frqwlqxd hq xq sxqwr {r/ hq glfkr sxqwr kd| xq pä{lpr
uhodwlyr vl | vöor vl i sdvd gh vhu fuhflhqwh d vhu ghfuhflhqwh hq {r=
Vl xqd ixqflöq i hv frqwlqxd hq xq sxqwr {r> hq glfkr sxqwr kd| xq pðqlpr
uhodwlyr vl | vöor vl i sdvd gh vhu ghfuhflhqwh d vhu fuhflhqwh hq {r=
Vl od ixqflöq i qr hv frqwlqxd hq xq sxqwr {r/ sxhgh kdehu xq fdpelr gh
fuhflplhqwr | qr kdehu h{wuhprv uhodwlyr hq {r=
Vl odv ghvljxdogdghv gh odv ghqlflrqhv dqwhulruhv vrq hvwulfwdv gluhprv txh
i wlhqh hq {r xq pä{lpr r pðqlpr uhodwlyr hvwulfwr1
Whruhpd 6 Vhd i xqd ixqflöq ghqlgd hq xq lqwhuydor Ed> e= Vl i wlhqh xq
h{wuhpr uhodwlyr hq xq sxqwr {r 5 Ed> e | hv ghulydeoh hq {r> hqwrqfhv vh
fxpsoh txh i E{r ' f=
Revhuyhprv txh hq hvwh fdvr od uhfwd wdqjhqwh d i hq {r wlhqh shqglhqwh
qxod/ hv ghflu/ hv sdudohod do hmh [1
Ho uhfðsurfr gho whruhpd qr hv flhuwr/ |d khprv ylvwr hq ho hmhpsor +4169,
txh od ixqflöq iE{ ' { yhulfd txh i Ef ' f | vlq hpedujr hq {r ' f qr
kd| h{wuhpr orfdo1
Sdud exvfdu orv h{wuhprv gh xqd ixqflöq qr edvwd frq fdofxodu dtxhoorv
sxqwrv grqgh vh dqxod od ghulydgd sulphud/ sxhgh txh ìvwrv qr vhdq h{wuhprv1
\ dghpäv sxhgh kdehu h{wuhprv dooð grqgh od ixqflöq qr hv ghulydeoh1
Wdpelìq srghprv fodvlfdu orv h{wuhprv xwlol}dqgr ho vljqr gh od vhjxqgd
ghulydgd=
Whruhpd 7 Vhd i xqd ixqflöq ghulydeoh hq Ed> e | vhd {r 5 Ed> e G
l, Vl i E{r ' f | i E{r A f/ hqwrqfhv hq {r kd| xq pðqlpr orfdo hvwulfwr=
ll, Vl i E{r ' f | i E{r ? f/ hqwrqfhv hq {r kd| xq pä{lpr orfdo hvwulfwr1
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Hmhpsor 416: Kdood orv h{wuhprv | orv lqwhuydorv gh fuhflplhqwr | ghfuhfl0
plhqwr gh od ixqflöq iE{ ' {2 n H{ .=
Vroxflöq1 Fdofxohprv hq txì sxqwrv vh dqxod od ixqflöq ghulydgd i E{=
i E{ ' 2{n H ' f' { ' e
Oxhjr hq { ' e whqhprv xq srvleoh h{wuhpr orfdo1 Hvwxglhprv orv lqwhuydorv
gh fuhflplhqwr | ghfuhflplhqwr1 Sxhvwr txh i Ef A f/ whqhprv txh i  wrpd
ydoruhv srvlwlyrv hq wrgr ho lqwhuydor o4> ed | sxhvwr txh i ED ? f/ whqhprv
txh i  wrpd ydoruhv qhjdwlyrv hq wrgr ho lqwhuydor oe>n4d= Sru wdqwr/ od ixqflöq
i hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq o  4> ed | hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq
oe>n4d | hq ho sxqwr { ' e kd| xq pä{lpr uhodwlyr hvwulfwr1
Xq prgr dowhuqdwlyr gh fodvlfdu ho sxqwr { ' e hv vxvwlwxluor hq od ghulydgd
vhjxqgd1 Sxhvwr txh i E{ ' 2 $ i Ee ' 2 ? f> sru wdqwr hq { ' e kd|
xq pä{lpr uhodwlyr hvwulfwr1Q
4181;1 Pä{lprv | pðqlprv devroxwrv
Ghqlflöq 415; Vhd i xqd ixqflöq ghqlgd hq xq grplqlr G> hqwrqfhv=
+l, i suhvhqwd xq pä{lpr devroxwr hq {r vl iE{r  iE{> ;{ 5 G=
+ll, i suhvhqwd xq pðqlpr devroxwr hq {r vl iE{r  iE{> ;{ 5 G=
Hmhpsor 416; Kdood ho pä{lpr devroxwr | ho pðqlpr devroxwr gh od ixqflöq
iE{ ' {  {2 hq ho lqwhuydor d@2> eo=
Vroxflöq1 Fdofxodprv hq sulphu oxjdu orv lqwhuydorv gh fuhflplhqwr | ghfuhfl0
plhqwr phgldqwh ho hvwxglr gho vljqr gh od sulphud ghulydgd=
i E{ ' {2  S{ ' f' {E{ 2 ' f' { ' f ö { ' 2
Whqlhqgr hq fxhqwd ho grplqlr gh ghqlflöq gh hvwd ixqflöq/ hvwxgldprv ho
vljqr hq orv lqwhuydorv d@2> fd> of> 2d | o2> eo1 Dvð/ vh wlhqh txh i hv hvwulfwd0
phqwh fuhflhqwh hq d@2> fd | hq o2> eo | hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq of> 2d=
Sru wdqwr/ hq { ' f kd| xq pä{lpr uhodwlyr | hq { ' 2 kd| xq pðqlpr uhodwlyr1
Ho pä{lpr devroxwr or hqfrqwuduhprv hq { ' f r hq { ' e> |d txh od ixqflöq hv
hvwulfwdphqwh fuhflhqwh d sduwlu gh { ' 2 | hq ho h{wuhpr gh od ghuhfkd sxhgh
wrpdu xq ydoru vxshulru do ydoru txh wrpd hq { ' f= Frpsduhprv hvwrv grv
ydoruhv=
iEf ' f | iEe ' S
Sru wdqwr/ ho pä{lpr devroxwr hvwä hq { ' e | ydoh S= Dqäorjdphqwh/
ho pðqlpr devroxwr hvwä/ hq { ' 2 r hq { ' @2> |d txh od ixqflöq fuhfh
hq d@2> fd | hv srvleoh txh wrph xq ydoru phqru hq ho h{wuhpr l}txlhugr1
Frpsduhprv hvwrv grv ydoruhv=
iE@2 ' .@H | iE2 ' e
Sru wdqwr/ ho pðqlpr devroxwr hvwä hq { ' 2 | ydoh e= Q
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Hmhpsor 416< Xqd hpsuhvd ideulfd pdohwdv txh yhqgh d 467 hxurv1 Ho frvwh
gh ideulfdu { pdohwdv ylhqh gdgr sru od ixqflöq=
FE{ ' 2{
  D{2 n .f{n 22f
ÁFxäqwdv pdohwdv gheh ideulfdu txh ho ehqhflr vhd pä{lprB
Vroxflöq11 Od ixqflöq gh ehqhflrv EE{ ylhqh ghqlgd sru=
EE{ ' LE{ FE{
grqgh LE{ ' e{ hv od ixqflöq gh lqjuhvrv +suhflr sru fdqwlgdg, | FE{ hv
od ixqflöq gh frvwhv1 Sru wdqwr/
EE{ ' e{ E 2{
  D{2 n .f{n 22f '  2{
 n D{2  S{ 22f
Qxhvwur remhwlyr hv fdofxodu ho pä{lpr devroxwr gh E= Sdud hoor/ dqdol}duh0
prv orv lqwhuydorv gh fuhflplhqwr gh od ixqflöq phgldqwh ho vljqr gh od ghulydgd
sulphud=
EE{ ' e{
2 n f{ S ' f' { ' e ö { ' S





Revhuyhprv txh qr qrv lqwhuhvdq orv ydoruhv qhjdwlyrv gh od yduldeoh {> txh
uhsuhvhqwd hq qýphur gh pdohwdv d ideulfdu1
Hq ho sxqwr { ' S/ od ixqflöq sdvd gh vhu hvwulfwdphqwh fuhflhqwh d vhu
hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh/ sru wdqwr kd| xq pä{lpr orfdo hq glfkr sxqwr/ shur
sdud rewhqhu ho pä{lpr devroxwr ghehuhprv frpsdudu orv ydoruhv gh E hq glfkr
sxqwr | hq { ' f> |d txh hq hvwh sxqwr srguðd wrpd xq ydoru pd|ru txh hq
{ ' S= Sxhvwr txh EEf ' ff | EES ' 2f.S> ghgxflprv txh ho pä{lpr
devroxwr vh hqfxhqwud hq { ' S> hv ghflu sdud rewhqhu ho ehqhflr pä{lpr od
frpsdôðd ghehuä ideulfdu S pdohwdv1 Q
Hmhuflflr 418 Kdood ho pä{lpr | pðqlpr devroxwr gh fdgd ixqflöq hq ho lq0
whuydor gdgr=
d, iE{ ' {2  2{n  hq df> o=
e, kE{ ' e{n S{2 hq d> eo=
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f, mEw '
 
2w2 n 2w vl  e  w ? 2
H w vl 2  w ? D
g, nE{ '

Sf{ {2 vl Df  { ? ff
Sf{ vl ff  { ? Df
4181<1 Frqfdylgdg | frqyh{lgdg1 Sxqwrv gh lq h{löq
Ghqlflöq 415< Vh glfh txh xqd ixqflöq i ghqlgd | ghulydeoh hq Ed> e hv
föqfdyd hq xq sxqwr {r 5 Ed> e vl hq xq hqwruqr gho sxqwr/ od juäfd gh od
ixqflöq txhgd sru hqflpd gh od uhfwd wdqjhqwh d glfkd juäfd hq {r +h{fhswr
hq ho sxqwr gh frqwdfwr,1
Vh glfh txh od ixqflöq i hv frqyh{d hq {r vl txhgd sru ghedmr1
Ghqlflöq 4163 Vh glfh txh xqd ixqflöq i hv föqfdyd hq xq lqwhuydor Ed> e
vl hv föqfdyd hq fdgd xqr gh orv sxqwrv gh glfkr lqwhuydor1 Vh glfh txh xqd
ixqflöq i hv frqyh{d hq xq lqwhuydor Ed> e vl hv frqyh{d hq fdgd xqr gh orv
sxqwrv gh glfkr lqwhuydor1
Whruhpd 8 Vl i hv ghulydeoh hq {r 5 Ed> e | dgplwh ghulydgd vhjxqgd hq
{r 5 Ed> e/ hqwrqfhv=
l, vl i E{r A f> hqwrqfhv i hv föqfdyd hq {r
ll, vl i E{r ? f> hqwrqfhv i hv frqyh{d hq {r
Hvwxglduhprv ho vljqr gh od ghulydgd vhjxqgd gh xqd ixqflöq sdud ghwhu0
plqdu orv lqwhuydorv gh frqfdylgdg | frqyh{lgdg1
Hmhpsor 4173 Hvwxgld orv lqwhuydorv gh frqfdylgdg | frqyh{lgdg gh od ixqflöq
iE{ ' {  b{2 n 2e{ =
Vroxflöq1 Fdofxohprv orv sxqwrv grqgh vh dqxod i E{ sdud ghwhuplqdu orv
lqwhuydorv=
i E{ ' {2  H{n 2e
i E{ ' S{ H ' f' { ' 
Sxhvwr txh ho grplqlr gh hvwd ixqflöq hv U> txhgdq ghwhuplqdgrv orv lqwhu0
ydorv o4> d | o>n4d= Vxvwlwx|hqgr xq sxqwr fxdotxlhud gh fdgd lqwhuydor




Od ixqflöq i hv frqyh{d hq o4> d | hv föqfdyd hq o>n4d=Q
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Ghqlflöq 4164 Xqd ixqflöq i ghulydeoh hq xq lqwhuydor Ed> e suhvhqwd xq
sxqwr gh lq h{löq hq {r 5 Ed> e vl hq glfkr sxqwr od ixqflöq fdpeld gh föqfdyd
d frqyh{d r ylfhyhuvd1
Sru wdqwr/ hq orv sxqwrv gh lq h{löq od uhfwd wdqjhqwh d xqd fxuyd dwudylhvd
glfkd fxuyd1
Whruhpd 9 Vl xqd ixqflöq i ghulydeoh hq Ed> e wlhqh xq sxqwr gh lq h{löq
hq {r 5 Ed> e | dgplwh ghulydgd vhjxqgd hq glfkr sxqwr/ hqwrqfhv i E{r ' f=
Hvwd frqglflöq hv qhfhvduld shur qr vxflhqwh1 Sxhgh rfxuulu txh i E{r ' f
| hq {r kd|d xq h{wuhpr1
Hmhpsor 4174 Hvwxgld orv lqwhuydorv gh frqfdylgdg | frqyh{lgdg gh od ixqflöq
iE{ ' {e=
Vroxflöq1 Fdofxohprv orv sxqwrv grqgh vh dqxod i E{ sdud ghwhuplqdu orv
lqwhuydorv=
i E{ ' e{
i E{ ' 2{2 ' f' { ' f
Sxhvwr txh i E{ A f sdud fxdotxlhu ydoru gh {> hvwd ixqflöq föqfdyd sdud
wrgr {1 Frpr vh revhuyd/ dxqtxh hq { ' f vh dqxod od ghulydgd vhjxqgd/ od
ixqflöq hv föqfdyd hq glfkr sxqwr=Q
Hmhuflflr 419 Ghwhuplqd orv lqwhuydorv gh frqfdylgdg | frqyh{lgdg | orv sxq0
wrv gh lq h{löq gh odv vljxlhqwhv ixqflrqhv=
d, iE{ ' {2
e, jE{ ' *?E{2 n e
f, sE{ ' {n{2
g, pE{ ' {2n{n2{3
4191 FÄOFXOR GH OÐPLWHV1 UHJOD GH O*K×SLWDO
Whruhpd : Vhdq i | j ixqflrqhv ghulydeohv hq xq hqwruqr uhgxflgr od> dnd>
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QRWDV=






Dvlplvpr/ vh sxhgh irupxodu gh prgr dqäorjr vl d hv n4 ö 4=
ll, Vl hq od h{suhvlöq *>4
{<d
i E{
jE{ vh yxhoyh d suhvhqwdu xqd lqghwhuplqdflöq gho
wlsr ff ö
"
" > vh sxhgh yroyhu d dsolfdu od uhjod gh O*K÷slwdo +vlhpsuh txh
vh yhultxhq odv klsöwhvlv gho whruhpd,1

















rewhqlhqgr dvð xqd lqghwhuplqdflöq gh wlsr ff ö
"
" |/ d frqwlqxdflöq/
dsolfduhprv od uhjod gh O*K÷slwdo1
Hmhpsor 4175 *>4
{<fn














2{ ULt E2{ ' E
f
f ' *>4{<fn
e t? E2{ ULt E2{
2 ULt E2{ n e{ t? E2{ ' f=
ly, Sdud uhvroyhu lqghwhuplqdflrqhv gho wlsr ff ö4f dsolfduhprv orjdulwprv/

















Ho oðplwh gho h{srqhqwh kd vlgr fdofxodgr hq ho hmhpsor dqwhulru1
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41:1 UHSUHVHQWDFLÖQ JUÄILFD GH IXQFLRQHV
Sdud uhsuhvhqwdu od juäfd gh xqd ixqflöq iE{ oohyduhprv d fder ho hvwxglr
gh orv vljxlhqwhv dsduwdgrv=
l, Grplqlr1
ll, Sxqwrv gh fruwh gh i frq orv hmhv1
Fruwh frq ho hmh \ G hv ho sxqwr Ef> iEf
Fruwhv frq ho hmh[ G kdoodprv odv udðfhv gh od ixqflöq/ hv ghflu/ fdofxodprv
orv sxqwrv grqgh iE{ ' f=
lll, Vlphwuðdv1
Xqd ixqflöq suhvhqwd xqd vlphwuðd sdu/ vl iE{ ' iE{= Hv ghflu/ od
juäfd hv vlpìwulfd uhvshfwr gho hmh \=
Xqd ixqflöq suhvhqwd xqd vlphwuðd lpsdu/ vl iE{ ' iE{= Hv ghflu/
od juäfd hv vlpìwulfd uhvshfwr gho ruljhq1
ly, Dvðqwrwdv1





Dvðqwrwdv krul}rqwdohv= vh rewlhqhq do hvwxgldu ho frpsruwdplhqwr gh od
ixqflöq hq ho lqqlwr/ hv ghflu/ vl od ixqflöq fuhfh r ghfuhfh lqqlwdphqwh




iE{ ' e r *>4
{<3"
iE{ ' e


















Revhuyhprv txh od dvðqwrwd krul}rqwdo hv xq fdvr sduwlfxodu gh dvðqwrwd
reoðfxd/ fxdqgr p ' f= Vl rewhqhprv xqd dvðqwrwd krul}rqwdo qr kdfh
idowd exvfdu od reoðfxd sru hvh odgr1
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y, Hvwxglr gh od sulphud ghulydgd1
Frq ho hvwxglr gh od sulphud ghulydgd gh od ixqflöq/ rewhqguhprv orv
lqwhuydorv gh fuhflplhqwr | ghfuhflplhqwr | orv h{wuhprv1
yl, Hvwxglr gh od vhjxqgd ghulydgd1
Frq ho hvwxglr gh od ghulydgd vhjxqgd gh od ixqflöq/ rewhqguhprv orv
lqwhuydorv gh frqfdylgdg | frqyh{lgdg | orv sxqwrv gh lq h{löq






Sxhvwr txh ho ghqrplqdgru vh dqxod hq { '  | hq { ' > ho grplqlr
hv=
grp Ei ' U i> j
ll, Sxqwrv gh fruwh gh i frq orv hmhv1
Fruwh frq ho hmh \ G iEf ' f> sru wdqwr fruwd hq Ef> f=
Fruwh frq ho hmh [ G iE{ ' f ' { ' f> oxhjr hv Ef> f hv ho ýqlfr fruwh
fruwh frq ho hmh [=
lll, Vlphwuðdv1 Suhvhqwd xqd vlphwuðd uhvshfwr gho ruljhq |d txh=
iE{ ' E{

E{2   '
{
{2   ' 
{






{2   '4 | *>4{<
{
{2   '4
sru wdqwr/ whqhprv grv dvðqwrwdv yhuwlfdohv/ odv uhfwdv { '  | { ' =
Yhdprv frq päv ghwdooh orv oðplwhv odwhudohv sdud glexmdu od juäfd1










{2   '

f3 ' n4
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{2   '

fn ' n4








{2   ' 4
sru wdqwr/ qr kd| dvðqwrwdv krul}rqwdohv1













{2    { ' *>4{<"
{
{2   ' f
Oxhjr kd| xqd dvðqwrwd reoðfxd gh hfxdflöq | ' {= Sxhvwr txh khprv
fdofxodgr orv oðplwhv fxdqgr {$4> od dvðqwrwd h{lvwh sru orv grv odgrv/
hv ghflu sru 4 | sru n4=
y, Hvwxglr gh od ghulydgd sulphud=
i E{ ' {
2E{2   {2{
E{2  2 '
{e  {2
E{2  2
i E{ ' f#$ {e  {2 ' f#$ {2E{2   ' f#$ { ' f> { ' 	
s

Whqlhqgr hv fxhqwd orv ydoruhv grqgh vh dqxod od ghulydgd | orv sxqwrv
ixhud gho grplqlr/ hvwxgldprv ho vljqr gh i  hq orv lqwhuydorv txh vh gdq
d frqwlqxdflöq/ rewhqlhqgr txh=
0i hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq o4>
s
d | hq o
s
>n4d1
0i hv hvwulfwdphqwh ghfuhflhqwh hq o 
s




Sru wdqwr/ i suhvhqwd xq pä{lpr uhodwlyr hvwulfwr hq { ' 
s
 | xq pð0
qlpr uhodwlyr hvwulfwr hq { '
s
= Hq { ' f od ixqflöq hv hvwulfwdphqwh
ghfuhflhqwh1
yl, Hvwxglr gh od ghulydgd vhjxqgd=
i E{ ' Ee{
  S{E{2  2  E{e  {22E{2  2{
E{2  e
' Ee{




E{2   '
2{E{2 n 
E{2   ' f' { ' f
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Whqlhqgr hv fxhqwd hvwh ydoru grqgh vh dqxod od ghulydgd vhjxqgd | orv
sxqwrv ixhud gho grplqlr/ hvwxgldprv ho vljqr gh i  hq orv vljxlhqwhv
lqwhuydorv=
0hq o4>d> i  ? f> sru wdqwr i hv frqyh{d1
0hq o > fd> i  A f> sru wdqwr i hv föqfdyd1
0hq of> d> i  ? f> sru wdqwr i hv frqyh{d1
0hq o>n4d> i  A f> sru wdqwr i hv föqfdyd1
Sru wdqwr od ixqflöq wlhqh xq sxqwr gh lq h{löq hq { ' f=
Frq orv gdwrv rewhqlgrv/ srghprv glexmdu od juäfd gh i G









Hmhuflflr 41; Uhsuhvhqwd juäfdphqwh odv vljxlhqwhv ixqflrqhv=
d iE{ ' {3{2 f iE{ '
2{2n{3e
{2
e iE{ ' h@{ g iE{ ' {23{{32
41;1 DSOLFDFLRQHV DO FRPHUFLR \ D OD HFRQRPÐD
Uhvxphq gh iöupxodv | wìuplqrv frphufldohv=
{ G fdqwlgdg gh xqlgdghv surgxflgdv r yhqglgdv
s G suhflr sru xqlgdg
L G lqjuhvr rewhqlgr do yhqghu { xqlgdghv
L ' s  {
F G frvwh gh surgxfflöq +yhqwd/ glvwulexflöq111, gh { xqlgdghv
7F G frvwh phglr +frvwh sru xqlgdg,
7F ' F{
E G ehqhflr gh od yhqwd gh { xqlgdghv
E ' L  F
Ghqlflöq 4165 Od ixqflöq gh ghpdqgd
s ' iE{ ö { ' jEs
hv od uhodflöq hqwuh ho suhflr | od fdqwlgdg yhqglgd/ hv ghflu/ sursruflrqd ho
qýphur gh xqlgdghv { txh orv frqvxplgruhv frpsudq d xq suhflr s=
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Hq vlwxdflrqhv uhdohv xq fuhflplhqwr hq odv yhqwdv vh frqvljxh phgldqwh
xqd uhgxfflöq gho suhflr sru xqlgdg | glfkd uhgxfflöq gho suhflr frqoohyd/ d
srvwhulrul/ xq ghvfhqvr gh orv ehqhflrv1 Od lghd hv rswlpl}du od edmdgd gho
suhflr gh prgr txh odv yhqwdv dxphqwhq | ho ehqhflr vhd pä{lpr1
Hmhpsor 4178 Xq ideulfdqwh yhqgh 2fff xqlgdghv do phv d f hxurv fdgd
xqlgdg | fdofxod txh vxv yhqwdv phqvxdohv fuhfhuäq hq 2Df xqlgdghv sru fdgd
f>2D hxurv gh uhgxfflöq hq ho suhflr xqlwdulr1 Kdood od ixqflöq gh ghpdqgd
fruuhvsrqglhqwh1
Vroxflöq1 Vhd { ho qýphur gh xqlgdghv yhqglgdv | s ho suhflr xqlwdulr1 Frqv0










Sdud rewhqhu od ixqflöq gh ghpdqgd/ qhfhvlwdprv od uhodflöq hqwuh s | {=
Frpr=
s ' f f>2Dq
|
{ ' 2fff n 2Dfq>
ghvshmdprv q hq od vhjxqgd hfxdflöq
q ' { 2fff2Df
| vxvwlwxlprv hq od sulphud=
sE{ ' f f>2D{ 2fff2Df ' 2
{
fff
Hvwd ixqflöq qrv gduä ho suhflr txh kd| txh hvwdeohfhu sdud rewhqhu xqd
fdqwlgdg gdgd gh yhqwdv1 Vl ghvshmdprv {> srghprv vdehu od fdqwlgdg txh vh
yhqghuä d xq ghwhuplqdgr suhflr1 Q
Hmhpsor 4179 Xqd ideulfd gh duwðfxorv gh slho kd yhqglgr hvwh dôr 431333
fduwhudv d 53 hxurv fdgd xqd1 Ho ideulfdqwh hvwlpd txh vl ho suö{lpr dôr dx0
phqwd ho suhflr/ yhqghuä 733 fduwhudv phqrv sru fdgd hxur gh lqfuhphqwr1 Vl
ho frvwh gh ideulfdflöq gh fdgd fduwhud hv gh ; hxurv/ fdofxod=
0d txì suhflr ghehuä yhqghu odv fduwhudv sdud rewhqhu ho pä{lpr ehqhflr1
0d fxäqwr dvflhqgh glfkr ehqhflr1
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Vroxflöq1 Od ixqflöq gh ehqhflrv EE{ ylhqh ghqlgd sru=
EE{ ' LE{ FE{
grqgh LE{ hv od ixqflöq gh lqjuhvrv +suhflr sru fdqwlgdg, | FE{ hv od ixqflöq
gh frvwhv1 Shur hq hvwh fdvr ho suhflr qr hv mr vlqr txh ylhqh ghwhuplqdgr sru
od ixqflöq gh ghpdqgd1
Sdud rewhqhu od ixqflöq gh ghpdqgd frqvwuxlprv od vljxlhqwh wdeod=










s ' 2f n q
|
{ ' ffff effq
srghprv ghvshmdu q hq od vhjxqgd hfxdflöq=
q ' ffff {eff
| vxvwlwxluod hq od h{suhvlöq gho suhflr s> rewhqlhqgr od ixqflöq gh ghpdqgd=





Od ixqflöq gh frvwhv ylhqh gdgd sru
FE{ ' H{
sru wdqwr/ od ixqflöq gh ehqhflrv hv=
EE{ ' EeD {eff{ H{ ' eD{
{2
eff  H{ ' .{
{2
eff
Qxhvwur remhwlyr hv fdofxodu ho pä{lpr devroxwr gh E= Sdud hoor/ fdofxodprv
od ghulydgd sulphud | exvfdprv orv h{wuhprv uhodwlyrv=
EE{ ' . 2{eff ' f' { ' .eff
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Sxhvwr txh od ixqflöq hv hvwulfwdphqwh fuhflhqwh hq of> .effd | hv hvwulfwd0
phqwh ghfuhflhqwh hq o.eff>n4d> hq ho sxqwr { ' .eff vh wlhqh xq pä{lpr
uhodwlyr txh hv dghpäv pä{lpr devroxwr1
Sru wdqwr/ ho pä{lpr ehqhflr vh rewhqguä fxdqgr yhqgd .eff fduwhudv | ho
suhflr txh gheh hvwdeohfhu or rewhqguhprv d sduwlu gh od ixqflöq gh ghpdqgd=
sE.eff ' eD .effeff ' 2S> D hxurv
Ho ehqhflr rewhqlgr hq hvwh fdvr vhuä=
EE.eff ' .  eff . eff
2
eff ' Sbff hxurv1 Q




Ghqlflöq 514 Xqd pdwul} pq gh qýphurv uhdohv hv xq frqmxqwr gh pq




d d2 = = = dq
d2 d22 = = = d2q
111 111 1 1 1 111





vlhqgr p | q hqwhurv srvlwlyrv fxdohvtxlhud1
Gluhprv txh od pdwul} wlhqh glphqvlöq +rughq r wdpdôr, p q=
Uhsuhvhqwduhprv sru dlm do hohphqwr txh rfxsd od od l | od froxpqd m1
Ghqrwdprv sru2pfqEU do frqmxqwr gh wrgdv pdwulfhv gh qýphurv uhdohv
gh glphqvlöq pq= Dvð/ od h{suhvlöq D 52pfqEU vljqlfd txh D shuwhqhfh
d hvwh frqmxqwr/ hv ghflu/ txh D hv xqd pdwul} uhdo gh glphqvlöq p q=
Ho frqfhswr gh pdwul} sxhgh jhqhudol}duvh fdpeldqgr U sru fxdotxlhu rwur
fxhusr N1 Sdud orv sursövlwrv gh hvwh fxuvr hv vxflhqwh wudedmdu frq pdwul0
fhv vreuh U1 Hq or txh vljxh gluhprv pdwul} hqwhqglhqgr sru hoor pdwul} gh
qýphurv uhdohv1
Ghqlflöq 515 Ghflprv txh grv pdwulfhv D ' Edlm$m$q$l$p | E ' Eelm
$m$q
$l$p
vrq ljxdohv/ | or uhsuhvhqwdprv D ' E vl vh yhulfd
dlm ' elm > ;l ' > = = = >p | ;m ' > = = = > q
Ghqlflöq 516 Gdgd xqd pdwul} D 5 2pfqEU> D ' Edlm$m$q$l$p> vh oodpd
wudvsxhvwd gh D d xqd pdwul} E ' Eelm$m$p$l$q wdo txh
elm ' dml> ;l ' > = = = >p | ;m ' > = = = > q
| vh ghqrwd Dw=
Hv ghflu/ Dw hv od pdwul} txh uhvxowd gh fdpeldu odv odv gh od pdwul} D
sru vxv froxpqdv | ylfhyhuvd1 Dghpäv vh yhulfd/ reyldphqwh/ txh vl D wlhqh
glphqvlöq p q/ hqwrqfhv Dw wlhqh glphqvlöq qp1
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Ghqlflöq 517 Xqd pdwul} D hv fxdgudgd vl vx glphqvlöq hv q q=
Hq hvh fdvr gluhprv txh D hv gh glphqvlöq q | uhsuhvhqwduhprv sru2qEU
do frqmxqwr gh wrgdv od pdwulfhv fxdgudgdv gh glphqvlöq q1
Ghqlflöq 518 Xqd pdwul} fxdgudgd hv gldjrqdo vl dlm ' f vlhpsuh txh l 9' m=
Ghqlflöq 519 Orv hohphqwrv gh xqd pdwul} gh od irupd dll irupdq od oodpdgd
gldjrqdo sulqflsdo1
Ghqlflöq 51: Vh oodpd pdwul} lghqwlgdg gh rughq q> d xqd pdwul} gldjrqdo















Ghqlflöq 51; Vl od glphqvlöq gh xqd pdwul} hv  q> vh oodpd pdwul} od>
vl od glphqvlöq gh xqd pdwul} hv q > vh oodpd pdwul} froxpqd1
514141 Äojheud gh pdwulfhv
Vxpd gh pdwulfhv
Gdgdv grv pdwulfhv D ' Edlm$m$q$l$p | E ' Eelm
$m$q
$l$p> vh oodpd pdwul}
vxpd gh D | E d xqd pdwul} F ' Eflm$m$q$l$p wdo txh
flm ' dlm n elm > ;l ' > = = = >p | ;m ' > = = = > q
| vh ghqrwd DnE=
Ho frqmxqwr 2pfqEU frq od rshudflöq vxpd wlhqh hvwuxfwxud gh juxsr
deholdqr> hvwr vljqlfd txh od vxpd gh pdwulfhv wlhqh odv vljxlhqwhv sur0
slhgdghv +frpr hv iäflo frpsuredu d sduwlu gh odv surslhgdghv gh od vxpd
gh qýphurv uhdohv,=
+l, Od vxpd hv xqd rshudflöq hq2pfqEU> hv ghflu/ vl D>E 52pfqEU/
hqwrqfhv DnE 52pfqEU1
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+ll, Dvrfldwlyd= D n EE n F ' ED n E n F> fxdohvtxlhud txh vhdq D>
E> F 52pfqEU1
+lll, H{lvwh xqd pdwul} R/ oodpdgd pdwul} qxod/ fx|rv hohphqwrv vrq
wrgrv f/ | wdo txh D n R ' R n D ' D/ sdud fxdotxlhu pdwul}
D 52pfqEU1
+ly, Sdud fxdotxlhu pdwul} D 5 2pfqEU/ D ' Edlm$m$q$l$p/ h{lvwh rwud
pdwul} oodpdgd pdwul} rsxhvwd gh D/ fx|rv hohphqwrv vrq orv rsxhv0
wrv gh orv hohphqwrv gh D/ | txh uhsuhvhqwdprv D ' Edlm$m$q$l$p/
wdo txh Dn ED ' ED n D ' R=
+y, Frqpxwdwlyd=DnE ' EnD/ fxdohvtxlhud txh vhdqD>E 52pfqEU1
Surgxfwr gh xqd pdwul} sru xq qýphur uhdo
Gdgd xqd pdwul} D ' Edlm$m$q$l$p | gdgr xq qýphur uhdo  5 U> vh oodpd
pdwul} surgxfwr gh  sru D d xqd pdwul} E ' Eelm$m$q$l$p wdo txh
elm ' dlm > ;l ' > = = = >p | ;m ' > = = = > q
| vh ghqrwd D=
Ho frqmxqwr 2pfqEU frq odv rshudflrqhv vxpd | surgxfwr sru xq
qýphur uhdo wlhqh hvwuxfwxud gh hvsdflr yhfwruldo/ or txh vljqlfd txh
dghpäv gh odv surslhgdghv txh khprv hqxqfldgr sdud od vxpd vh yhul0
fdq=
+l, Vl D 52pfqEU/ hqwrqfhv D 52pfqEU1
+ll, EDnE ' DnE> sdud fxdotxlhu  5 U | fxdohvtxlhud txh vhdq
D>E 52pfqEU1
+lll, E n D ' D n  D> sdud fxdohvtxlhud >  5 U | fxdotxlhu
pdwul} D 52pfqEU1
+ly, ED '  E D> sdud fxdohvtxlhud >  5 U | fxdotxlhu pdwul}
D 52pfqEU1
+y, D ' D/ sdud fxdotxlhu pdwul} D 52pfqEU1





















 n 2  n E
2 n  f n D













  2   E
     D










45B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
















| wrpdqgr  '  |  ' 2 frpsuxhed wrgdv odv surslhgdghv gh od vxpd | gho
surgxfwr gh xq qýphur uhdo sru xqd pdwul}1
Surgxfwr gh pdwulfhv
Sdud ghqlu ho surgxfwr gh grv pdwulfhv/ DE/ kd| txh whqhu hq fxhqwd
txh ho qýphur gh froxpqdv gh od sulphud pdwul} kd gh vhu ljxdo txh
ho qýphur gh odv gh od vhjxqgd1 Ho surgxfwr hv xqd qxhyd pdwul} txh
wlhqh wdqwdv odv frpr od sulphud | wdqwdv froxpqdv frpr od vhjxqgd/ hv
ghflu/ vl D wlhqh glphqvlöq p  q | E wlhqh glphqvlöq q  s> od pdwul}
surgxfwr F whqguä glphqvlöq ps= Vl vxfhgh dvð/ ghqlprv ho surgxfwr
gho vljxlhqwh prgr=
Gdgdv grv pdwulfhv D ' Edlm$m$q$l$p | E ' Eelm
$m$s
$l$q> vh oodpd pdwul}




dlnenm> ;l ' > = = = >p | ;m ' > = = = > q
| vh ghqrwd DE1
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frpsuxhed txh vh yhulfd od surslhgdg dvrfldwlyd gho surgxfwr> hv ghflu/ txh
DEEF ' EDEF1
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frpsuxhed txh vh yhulfd od surslhgdg glvwulexwlyd gho surgxfwr uhvshfwr gh
od vxpd> hv ghflu/ txh DEE n F ' DE nDF1
Hmhuflflr 517 Frpsuxhed frq odv pdwulfhv D | E gho hmhuflflr dqwhulru txh ho
surgxfwr gh pdwulfhv qr hv frqpxwdwlyr
5151 GHWHUPLQDQWHV
Wrgd pdwul} fxdgudgd D ' Edlm gh rughq q wlhqh dvrfldgr xq qýphur
uhdo oodpdgr ghwhuplqdqwh1 Hvwh qýphur vh rewlhqh phgldqwh vxpdv | uhvwdv
gh surgxfwrv gh q hohphqwrv gh od pdwul} vlq txh frlqflgdq hq fdgd surgxfwr
hohphqwrv gh xqd plvpd od r froxpqd1
Ho frqfhswr gh ghwhuplqdqwh vxujlö dqwhv gh txh vh ghvduuroodud od whruðd
gh pdwulfhv> vxv dsolfdflrqhv hq jhrphwuðd dqdoðwlfd | vlvwhpdv gh hfxdflrqhv
olqhdohv lpsxovdurq vx hvwxglr1 Ho frqrflplhqwr gh orv ghwhuplqdqhv hv ýwlo hq
dsolfdflrqhv gho äojheud olqhdo1
Oodpdprv ghwhuplqdqwh gh rughq q do ghwhuplqdqwh gh xqd pdwul} gh gl0
phqvlöq q | or uhsuhvhqwdprv _i|ED/ mDm/ mdlmm r elhq=

d d2 = = = dq
d2 d22 = = = d2q
111 111 1 1 1 111
dp dp2 = = = dpq

D frqwlqxdflöq qrv fhqwuduhprv hq ho fäofxor gh ghwhuplqdqwhv1 Frphq0
}duhprv sru rewhqhu iöupxodv vhqfloodv sdud orv ghwhuplqdqwhv gh rughq / 2 |
 | gduhprv xqd iöupxod jhqhudo sdud ghwhuplqdqwhv gh fxdotxlhu rughq1
Hq or vxfhvlyr/ hq hvwd vhfflöq/ vlhpsuh txh gljdprv pdwul} vljqlfduä
pdwul} fxdgudgd1
515141 Fäofxor gh ghwhuplqdqwhv
Vhd D xqd pdwul} gh rughq > hv ghflu/ D ' Ed/ hqwrqfhv
_i|ED ' d





 ' dd22  d2d2
Srghprv ylvxdol}du hvwd iöupxod frpr ho surgxfwr gh orv hohphqwrv gh od
gldjrqdo sulqflsdo E) phqrv ho surgxfwr gh orv hohphqwrv gh od gldjrqdo
vhfxqgduld E11
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 ' D  2 E  e ' 22= Q









Hvwd iöupxod sxhgh ylvxdol}duvh hq od oodpdgd Uhjod gh Vduuxv/ txh frqvlvwh
hq frsldu ghedmr gh od ýowlpd od odv grv sulphudv> hqwrqfhv orv wuhv sulphurv
surgxfwrv gh od iöupxod dqwhulru vrq orv surgxfwrv gh orv hohphqwrv gh od
gldjrqdo sulqflsdo | gh odv grv gldjrqdohv sdudohodv vljxlhqwhv1 Orv rwurv wuhv
surgxfwrv txh ydq frq vljqr qhjdwlyr/ vrq orv gh orv hohphqwrv gh od gldjrqdo






' dd22d n d2d2d n dd2d2
dd22d  d2d2d  dd2d2
d d2 d
d2 d22 d2










Frq ho sursövlwr gh idflolwdu od frpsuhqvlöq gho fäofxor gh ghwhuplqdqwhv
gh rughq vxshulru | gh vlpsolfdu od qrwdflöq/ lqwurgxfluhprv grv qxhyrv frq0
fhswrv1
Ghqlflöq 51< Gdgd xqd pdwul} D gh rughq q vh oodpd phqru frpsohphq0
wdulr gh xq hohphqwr dlm do ghwhuplqdqwh gh od pdwul} gh rughq Eq  txh vh
irupd do holplqdu od od l | od froxpqd m gh od pdwul} D1
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  f   e ' 2




 '   E2   E ' =
Ghqlflöq 5143 Gdgd xqd pdwul} D gh rughq q vh oodpd dgmxqwr gh xq hoh0
phqwr dlm | vh ghqrwd Dlm do uhvxowdgr gh pxowlsolfdu ho phqru frpsohphqwdulr
gh dlm sru Elnm=
Hv ghflu/ ho dgmxqwr | ho phqru frpsohphqwdulr gh xq hohphqwr vrq ljxdohv
vl od vxpd gh orv vxeðqglfhv gho hohphqwr hv xq qýphur sdu> plhqwudv txh vl hv
xq qýphur lpsdu/ ho dgmxqwr hv ho phqru frpsohphqwdulr fdpeldgr gh vljqr1
Hmhpsor 51; Sdud od pdwul} gho hmhpsor dqwhulru vh wlhqh txh ho dgmxqwr gho
hohphqwr d hv D ' En  E2 ' 2 | ho dgmxqwr gho hohphqwr d2 hv
D2 ' En2   ' 1
Od vljxlhqwh sursrvlflöq qrv sursruflrqd xqd iöupxod sdud fdofxodu ghwhu0
plqdqwhv gh fxdotxlhu rughq1
Sursrvlflöq 4 Ho ghwhuplqdqwh gh xqd pdwul} gh rughq q hv od vxpd gh orv
surgxfwrv gh orv hohphqwrv gh fxdotxlhu od +r froxpqd, sru vxv uhvshfwlyrv
dgmxqwrv1
Dsoltxhprv hvwh uhvxowdgr sdud frpsuredu od iöupxod gho ghwhuplqdqwh gh
rughq 61 Holjlhqgr/ sru hmhpsor/ od sulphud od sdud hihfwxdu ho ghvduuroor gh




















' dEd22d  d2d2 d2Ed2d  d2d n dEd2d2  d22d '
' dd22d n d2d2d n d2d2d  dd22d  d2d2d  d2d2d=
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Hmhuflflr 518 Frpsuxhed ho uhvxowdgr gho hmhpsor dqwhulru ghvduuroodqgr ho
ghwhuplqdqwh sru od whufhud froxpqd1




  D 
f e . f
2  f 
D 2  2
4
FFD
Vroxflöq1 Sdud ghvduuroodu sru xqd od r froxpqd exvfduhprv dtxìood txh
frqwhqjd päv fhurv/ |d txh gh hvwh prgr kd| txh uhdol}du phqrv fäofxorv1
Hq hvwh fdvr/ hohjlprv od vhjxqgd od sdud ghvduuroodu=
_i|ED '

  D 
f e . f
2  f 
D 2  2

' f  D2 n e  D22 n .  D2 n f  D2e '













' e  E2D n S  2f .  E2 n 2 D n D 2 2 '
' e  Eef .  f ' Sf= Q
Ho fäofxor gh xq ghwhuplqdqwh gh wdpdôr q  e/ vl qrv olplwdprv d dsolfdu
od ghqlflöq/ sxhgh uhvxowdu h{fhvlydphqwh whglrvr1 Sru hmhpsor/ sdud fdofxodu
xq ghwhuplqdqwh gh wdpdôr 8/ srguðdprv whqhu txh fdofxodu 8 ghwhuplqdqwhv
gh wdpdôr 7 | sdud fdgd xqr gh ìvwrv/ 7 gh wdpdôr 6> hv ghflu/ whqguðdprv
txh fdofxodu D e ' 2f ghwhuplqdqwhv gh wdpdôr 61 Sdud vlpsolfdu orv fäofxorv
srghprv dsolfdu dojxqd gh odv surslhgdghv gh orv ghwhuplqdqwhv txh gdprv d
frqwlqxdflöq1
Surslhgdghv gh orv ghwhuplqdqwhv
l, Ho ghwhuplqdqwh gh xqd pdwul} hv ljxdo do gh vx wudvsxhvwd1
Hvwr vljqlfd txh ho ydoru gho ghwhuplqdqwh gh xqd pdwul} qr yduðd do
fdpeldu odv odv sru odv froxpqdv | ylfhyhuvd1 Frpr frqvhfxhqfld gh
hoor/ wrgdv odv surslhgdghv txh vh hqxqfldq sdud odv odv/ vrq ljxdophqwh









 '   E D  . ' H
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lll, Vl pxowlsolfdprv xqd od +r xqd froxpqd, sru xq qýphur uhdo fxdotxlhud














ly, Vl wrgrv orv hohphqwrv gh xqd od +r gh xqd froxpqd, vrq f/ ho ghwhupl0
qdqwh ydoh f=
y, Vl grv odv +r grv froxpqdv, vrq ljxdohv/ ho ghwhuplqdqwh ydoh f=
yl, Vl xqd od +r froxpqd, hv frpelqdflöq olqhdo gh rwudv odv +r froxpqdv,/





























yll, Vl d xqd od +froxpqd, oh vxpdprv xqd frpelqdflöq olqhdo gh rwud odv
+froxpqdv,/ ho ghwhuplqdqwh qr yduðd1
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Revhuyhprv txh hvwd surslhgdg qrv shuplwh rewhqhu hohphqwrv txh vhdq
fhurv vlq txh vh dowhuh ho ydoru gho ghwhuplqdqwh1
Frpr khprv frphqwdgr/ srghprv vlpsolfdu orv fäofxorv dsolfdqgr odv sur0
slhgdghv gh orv ghwhuplqdqwhv1 Dvð/ srghprv kdfhu txh dsduh}fdq päv fhurv hq
xqd ghwhuplqdgd od r froxpqd phgldqwh od surslhgdg . r/ frpr hq ho hmhpsor
+51<,/ yhu txh xq ghwhuplqdqwh hv f sru whqhu grv froxpqdv ljxdohv1




2  D f
 2  2
 2 f e
f 2 2 
4
FFD
Vroxflöq1 Ho pìwrgr frqvlvwh hq wudqvirupdu hq f wrgrv orv hohphqwrv gh xqd
od r froxpqd h{fhswr xqr1 Od od r froxpqd txh ghehprv hohjlu hv dtxìood
txh/ frqwhqlhqgr xq  ö / frqwhqjd päv hohphqwrv qxorv +hq ho fdvr gh txh
hq od pdwul} qr kxelhud qlqjýq  ql qlqjýq / ghehuðdprv vxpduoh d dojxqd
od r froxpqd xq pýowlsor gh rwud sdud frqvhjxluor/ sxhv idflolwd pxfkr orv
fäofxorv srvwhulruhv,1
Sdud fdofxodu ho ghwhuplqdqwh gh od pdwul} gdgd qrv mdprv/ sru hmhpsor hq
txh hq od sulphu od kd| xq | wdpelìq xq fhur1 Qxhvwur remhwlyr hv frqvhjxlu
wudqvirupdu hq f ho hohphqwr d ' 2 | ho hohphqwr d ' D= Dsolfduhprv od
surslhgdg . wudedmdqgr frq froxpqdv1 Qxhvwud froxpqd gh uhihuhqfld hv od
vhjxqgd/ txh ghmdprv lqwdfwd1 Dkrud/ d od sulphud froxpqd oh vxpdprv ho
greoh gh od vhjxqgd> d od whufhud froxpqd oh vxpdprv D yhfhv od vhjxqgd | od
fxduwd froxpqd od ghmdprv ljxdo |d txh ho hohphqwr de |d hud xq fhur/ gh hvwh
prgr rewhqhprv=

2  D f
 2  2
 2 f e




f  f f
D 2  2
 2 f e
e 2 H 

Vl dkrud ghvduuroodprv hvwh ýowlpr ghwhuplqdqwh sru od sulphud od=

f  f f
D 2  2
 2 f e
e 2 H 








Sru wdqwr/ _i|ED ' = Q
5161 LQYHUVD GH XQD PDWUL]
Ghqlflöq 5144 Vh glfh txh xqd pdwul} D 52qEU hv uhjxodu vl h{lvwh xqd
pdwul} E 52qEU wdo txh=
DE ' ED ' Lq
D glfkd pdwul} E vh oh oodpd pdwul} lqyhuvd gh D | vh ghqrwd D3=
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grqgh DgmED/ hv od pdwul} irupdgd sru orv dgmxqwrv gh orv hohphqwrv gh D>
hv ghflu DgmED ' EDlm$l>m$q=
















' D e f ' eb=



















































































Hmhuflflr 519 Frpsuxhed txh DD3 ' L frq odv pdwulfhv gho hmhpsor dqwh0
ulru1
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5171 UDQJR GH XQD PDWUL]
Ghqlflöq 5145 Gdgd xqd pdwul} D 52pfqEU> vh oodpd vxepdwul} gh D d
fxdotxlhu pdwul} rewhqlgd gh D holplqdqgr odv | froxpqdv frpsohwdv1
Revhuyhprv txh sdud rewhqhu vxepdwul} gh rughq u  v srghprv hohjlu
u odv | v froxpqdv gh od pdwul} D | frqvlghudu dtxhoorv hohphqwrv dlm txh
shuwhqhfhq d od yh} d fdgd xqd gh odv u odv | v froxpqdv hohjlgdv1
Ghqlflöq 5146 Gdgd xqd pdwul} D 52pfqEU vh oodpd phqru gh rughq s
do ghwhuplqdqwh gh xqd vxepdwul} gh D gh glphqvlöq s1
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_i|EE | _i|EF vrq phqruhv gh rughq  | rughq 2/ uhvshfwlydphqwh/ gh od
pdwul} D1
Hmhuflflr 51: Sdud fdgd xqd gh odv vxepdwulfhv gho hmhpsor dqwhulru/ lqglfd
txì odv | froxpqdv vh kdq vxsulplgr gh od pdwul} D sdud rewhqhuodv1 ÁSru
txì qr hv H vxepdwul} gh DB
Hmhuflflr 51; ÁFxäqwrv phqruhv gh rughq wuhv kd| hq DB Fdofýodorv1
Ghqlflöq 5147 Vh oodpd udqjr gh xqd pdwul} do rughq +glphqvlöq, gho pd|ru
phqru qr qxor frqwhqlgr hq glfkd pdwul} | vh uhsuhvhqwd sru ujED=
Vl/ phgldqwh rshudflrqhv hohphqwdohv gh odv | froxpqdv/ kdfhprv fhurv
edmr od gldjrqdo sulqflsdo gh xqd pdwul}/ hv ghflu/ wuldqjxodul}dprv od pdwul}/
ho udqjr hv ho qýphur gh odv qr qxodv txh txhgdq1
Hvwh surfhvr vh oodpd wuldqjxodul}du od pdwul} | odv rshudflrqhv hohphqwdohv
frqvlvwhq hq lqwhufdpeldu grv odv +r grv froxpqdv,/ pxowlsolfdu xqd od +r
froxpqd, sru xq hvfdodu qr qxor | vxpdu d xqd od +r froxpqd, xq pýowlsor
gh rwud1
Sursrvlflöq 6 Vl phgldqwh rshudflrqhv hohphqwdohv wudqvirupdprv xqd pd0
wul} D hq rwud pdwul} E/ hqwrqfhv odv grv wlhqhq ho plvpr udqjr1
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Hq ho sdvr +L,/ exvfdprv frqyhuwlu hq 3 orv hohphqwrv gh od sulphud froxpqd
txh hvwäq edmr ho d ' > sdud hoor d od vhjxqgd od oh khprv uhvwdgr ho greoh
gh od sulphud | d od whufhud od oh khprv uhvwdgr 7 yhfhv od sulphud1 Hq ho
sdvr +LL,/ exvfdprv frqyhuwlu hq 3 orv hohphqwr gh od vhjxqgd froxpqd txh
hvwäq edmr ho d22 ' D> hq hvwh fdvr vöor hv xq hohphqwr | sdud hoor d od whufhud
od oh khprv uhvwdgr od vhjxqgd1 Revhuyd txh ho hohphqwr txh xwlol}dprv gh
uhihuhqfld r slyrwh yd edmdqgr gh od hq fdgd sdvr1
Xqd yh} wuldqjxodul}dgd od pdwul}/ yhprv txh ho udqjr hv 2 |d txh od ýowlpd
od hvwä irupdgd sru fhurv | txhgdq grv odv qr qxodv1 Q



































f f  Dd
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D
Hq ho sdvr +L,/ exvfdprv frqyhuwlu hq 3 orv hohphqwrv gh od sulphud froxpqd
txh hvwäq edmr ho d ' > sdud hoor d od vhjxqgd od oh khprv uhvwdgr ho greoh
gh od sulphud | d od whufhud od oh khprv uhvwdgr 6 yhfhv od sulphud1 Hq ho sdvr
+LL,/ khprv lqwhufdpeldgr odv froxpqdv vhjxqgd | whufhud sdud txh ho hohphqwr
txh dkrud vhuä ho slyrwh> hv ghflu/ ho txh hvwä hq od srvlflöq d22 qr ghshqgd gho
sduäphwur1 Dkrud/ hq ho sdvr +LLL, d od whufhud od oh vxpdprv od vhjxqgd1
Glvwlqjxlprv dkrud orv fdvrv txh vh surgxfhq hq ho udqjr ghshqglhqgr gho
ydoru txh wrph ho sduäphwur d= Dvð/ yhprv txh vl Dd ' f> hqwrqfhv ho udqjr
hv 5/ shur vl  Dd 9' f> hqwrqfhv ho udqjr hv 61 Hv ghflu=
0Vl d ' D $ ujED ' 2
0Vl d 9' D $ ujED ' =Q
55B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
5181 VLVWHPDV GH HFXDFLRQHV OLQHDOHV
Ghqlflöq 5148 Gluhprv txh xqd hfxdflöq hv olqhdo uhvshfwr gh odv lqföjqlwdv
{> ===> {q vl wlhqh od irupd=
d{ n d2{2 n === n dq{q ' e> dl 5 U> l ' > ===q
Ghqlflöq 5149 Xq vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv hv xq frqmxqwr gh p hfxd0
flrqhv olqhdohv frq q lqföjqlwdv {> {2> ===> {q | vx h{suhvlöq hv=
d{ n d2{2 n ===n dq{q ' e
d2{ n d22{2 n ===n d2q{q ' e2
111




Pdwulfldophqwh srghprv h{suhvduor gh od irupd=
3
EEEC
d d2    dq
d2 d22    d2q
111 111 1 1 1 111



























Hqwrqfhv/ srghprv hvfulelu ho vlvwhpd gh od irupd D[ ' E> grqgh D hv od
pdwul} gh frhflhqwhv gho vlvwhpd/ [ hv od pdwul} gh odv lqföjqlwdv | E hv od
pdwul} gh orv wìuplqrv lqghshqglhqwhv1
Ghqlflöq 514: Gdgr xq vlvwhpd D[ ' E> vh glfh txh hv krprjìqhr vl
od pdwul} E hvwä irupdgd sru fhurv1 Hq fdvr frqwudulr gluhprv txh hv qr
krprjìqhr1
Ghqlflöq 514; Vh oodpd vroxflöq gho vlvwhpd +514, d xq frqmxqwr gh q yd0
oruhv v> v2> ===> vq txh vdwlvidfhq odv p hfxdflrqhv d od yh}/ hv ghflu/ vh yhulfd
txh=
dv n d2v2 n ===n dqvq ' e
d2v n d22v2 n ===n d2qvq ' e2
111




Hmhpsor 5153 Xq ideulfdqwh surgxfh hvfulwrulrv | hvwdqwhuðdv1 Orv hvfulwr0
ulrv uhtxlhuhq xq wlhpsr gh 8 krudv sdud fruwdu | 43 krudv sdud hqvdpeodu
odv slh}dv1 Odv hvwdqwhuðdv uhtxlhuhq 48 plqxwrv sdud fruwdu | xqd krud sdud
hqvdpeodu1 Fdgd gðd ho ideulfdqwh wlhqh glvsrqleohv 533 krudv gh wlhpsr gh shu0
vrqdo sdud fruwdu | 833 krudv sdud hqvdpeodu1 ÁFxäqwrv hvfulwrulrv | hvwdqwhuðdv
vh sxhghq ideulfdu fdgd gðd xvdqgr wrgd od srwhqfld gh wudedmr glvsrqleohB
56B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
Vroxflöq1 Vhd { od fdqwlgdg gh hvfulwrulrv txh vh ideulfdq | vhd | od gh hv0
wdqwhuðdv1 Vh qrv sodqwhd hqwrqfhv ho vljxlhqwh vlvwhpd gh hfxdflrqhv=
D{n e| ' 2ff
f{n | ' Dff

Od vroxflöq hvwduä irupdgd sru orv ydoruhv gh { h | txh yhultxhq dpedv
hfxdflrqhv d od yh}1 Dvð/ vl ghvshmdprv | gh od vhjxqgd hfxdflöq whqhprv txh
| ' Dff f{= Vxvwlwx|hqgr hq od sulphud vh wlhqh=
D{n e EDff f{ ' 2ff$ f{ ' ff$ { ' f
| sru wdqwr
| ' Dff f{ ' Dff ff ' 2ff
Oxhjr od vroxflöq hv= 63 hvfulwrulrv | 533 hvwdqwhuðdv1Q
Hmhpsor 5154 Ho frqmxqwr gh ydoruhv { ' > | ' 2> } '  hv xqd vroxflöq gho
vlvwhpd=
{ n | n } ' e
{ n 2| n } ' e




e, Gdgr ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv
{ n | n } ' 
{ n | ' 2

ho frqmxqwr gh ydoruhv { ' > | ' > } '  hv xqd vroxflöq gh hvwh vlvwhpd1
Ho frqmxqwr gh ydoruhv { ' > | ' > } '  hv rwud vroxflöq gh hvwh vlvwhpd1
Yhprv txh vlhpsuh txh } '  | orv ydoruhv gh { h | yhultxhq txh {n | ' 2>
whqguhprv xqd vroxflöq1 Sru wdqwr/ hvwh vlvwhpd wlhqh lqqlwdv vroxflrqhv1
f, Gdgr ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv
{ n | ' 
{ n | ' 2

qr hqfrqwudprv ydoruhv gh { h | txh yhultxhq odv grv hfxdflrqhv d od yh}/ hv
ghflu/ hvwh vlvwhpd qr wlhqh vroxflöq1
518141 Fodvlfdflöq gh orv vlvwhpdv gh hfxdflrqhv olqhdohv
Xq vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv vh oodpd=
vlvwhpd lqfrpsdwleoh/ vl qr dgplwh vroxflöq1
vlvwhpd frpsdwleoh/ vl dgplwh vroxflöq1 Hq hvwh fdvr glvwlqjxluhprv hqwuh=
 vlvwhpd frpsdwleoh ghwhuplqdgr/ vl wlhqh xqd ýqlfd vroxflöq1
 vlvwhpd frpsdwleoh lqghwhuplqdgr/ vl wlhqh lqqlwdv vroxflrqhv1
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Revhuyhprv txh orv vlvwhpdv krprjìqhrv vlhpsuh vrq frpsdwleohv |d txh
dgplwhq vlhpsuh od vroxflöq { ' {2 ' === ' {q ' f> oodpdgd vroxflöq wulyldo1
Whruhpd ; +gh Urxfkì0Iurehqlxv, Vhd D[ ' E xq vlvwhpd gh p hfxd0
flrqhv | q lqföjqlwdv gh od irupd + 514, | vhd ED mE  od pdwul} gh glphqvlöq
p Eqn  G 3
EEEC
d d2    dq
d2 d22    d2q
111 111 1 1 1 111







oodpdgd pdwul} dpsoldgd1 Hqwrqfhv=
Vl ujED 9' uj ED mE  ho vlvwhpd hv lqfrpsdwleoh1
Vl ujED ' uj ED mE  ho vlvwhpd hv frpsdwleoh1 \ dghpäv=
 Vl ujED ' uj ED mE  ' q ho vlvwhpd hv frpsdwleoh ghwhuplqdgr1
 Vl ujED ' uj ED mE  ? q ho vlvwhpd hv frpsdwleoh lqghwhuplqdgr1
Hmhpsor 5155 Fodvlfd orv vljxlhqwhv vlvwhpdv gh hfxdflrqhv olqhdohv=
d,
{ n 2| n } ' 
{ n e} ' 





{ n |  } ' e
{  | n } ' 2





{ n | n } ' e
2{ n |  } ' 




Vroxflöq1 Fdofxohprv hq fdgd fdvr ho udqjr gh od pdwul} gh frhflhqwhv | ho



































ujED ' 2 9' uj ED mE  ' > sru wdqwr hv xq vlvwhpd lqfrpsdwleoh1


















































































ujED ' uj ED mE  ' > sru wdqwr hv xq vlvwhpd frpsdwleoh ghwhuplqdgr1Q
518151 Uhvroxflöq gh vlvwhpdv
Ho Pìwrgr gh Jdxvv
Ghqlflöq 514< Grv vlvwhpdv gh hfxdflrqhv olqhdohv vh glfh txh vrq htxlyd0
ohqwhv vl wlhqhq odv plvpdv vroxflrqhv1
Surslhgdg 6 Vl hq xq vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv vh vxsulph r dôdgh
xqd hfxdflöq txh hv frpelqdflöq olqhdo gh odv ghpäv/ ho vlvwhpd uhvxowdqwh hv
htxlydohqwh1
Surslhgdg 7 Vl hq xq vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv uhdol}dprv rshudflrqhv
hohphqwdohv hqwuh grv odv/ ho vlvwhpd uhvxowdqwh hv htxlydohqwh do sulphur1
Ho Pìwrgr gh Jdxvv frqvlvwh hq uhdol}du rshudflrqhv hohphqwdohv kdvwd
wuldqjxodul}du ho vlvwhpd/ hv ghflu/ kdvwd txh od pdwul} dpsoldgd whqjd fhurv
edmr od gldjrqdo sulqflsdo1 Hq hvh fdvr srguhprv frqrfhu ho udqjr gh od pdwul}
gh frhflhqwhv | ho gh od dpsoldgd/ d od yh} txh ghvshmdu odv vroxflrqhv fxdqgr
h{lvwdq1
Hmhpsor 5156 Uhvxhoyh/ phgldqwh ho pìwrgr gh Jdxvv/ ho vlvwhpd gh hfxd0
flrqhv olqhdohv=
{ n 2| n } ' 2
2{ n D| n e} ' 







































Hq ho sdvr +L, d od vhjxqgd od oh khprv uhvwdgr ho greoh gh od sulphud/ |
d od whufhud od oh khprv uhvwdgr ho greoh gh od sulphud1 Hq ho sdvr +LL, d od
whufhud od oh khprv vxpdgr od vhjxqgd od pxowlsolfdgd sru 81
Srghprv revhuydu txh ujED ' uj ED mE  '  ' qr gh lqföjqlwdv/ sru wdqwr
hv xq vlvwhpd frpsdwleoh ghwhuplqdgr1 \ dghpäv/gh od ýowlpd od rewhprv txh
} ' $ } ' 
Frq hvwh ydoru gh }> gh od vhjxqgd od rewhqhprv txh
| n 2   ' D$ | ' 
Ilqdophqwh/ gh od sulphud od rewhqguhprv ho ydoru gh { G
{n 2E n  ' 2$ { ' =Q
Wdpelìq vh sxhghq hvwxgldu orv glihuhqwhv fdvrv txh vh gdq fxdqgr dsduhfhq
sduäphwurv hq ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv1
Hmhpsor 5157 Glvfxwh/ hq ixqflöq gho sduäphwur d/ od frpsdwlelolgdg gho
vljxlhqwh vlvwhpd | uhvxìoyhor fxdqgr vhd srvleoh1
{  | n d} ' 
2{ n D| ' 






































Hq ho sdvr +L, d od vhjxqgd od oh khprv vxpdgr ho greoh gh od sulphud/ |
d od whufhud od oh khprv vxpdgr ho wulsoh gh od sulphud1 Hq ho sdvr +LL, d od
whufhud od oh khprv uhvwdgr ho greoh gh od vhjxqgd1
Revhuydqgr od ýowlpd od yhprv txh vl   d 9' f> hqwrqfhv ujED ' 1
Oxhjr orv fdvrv txh rewhqhprv vrq=
Vl d 9' $ ujED ' uj ED mE  '  G vlvwhpd frpsdwleoh ghwhuplqdgr1
Sdud exvfdu od vroxflöq/ hq od ýowlpd od whqhprv =
E d} ' 
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sru wdqwr/ srghprv ghvshmdu } G
} '  d $ } '

d 













$ | '  dd 













gh grqgh ghvshmdprv { G
{ ' H dd 







Vl d ' $ ujED ' 2 ? uj ED mE  '  G ho vlvwhpd hv lqfrpsdwleoh | qr
kd| vroxflöq1Q
Hmhpsor 5158 Gdgr ho vljxlhqwh vlvwhpd gh hfxdflrqhv olqhdohv
2{ n } ' H
{  2| n n } ' n n f




fodvliðfdor vhjýq orv ydoruhv gho sduäphwur n
Vroxflöq1 Dsolfdprv ho pìwrgr gh Jdxvv1 Sdud idflolwdu orv fäofxorv/ srqhprv
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Hq ho sdvr +LLL, khprv lqwhufdpeldgr odv froxpqdv vhjxqgd | whufhud sdud
hylwdu ho sduäphwur hq od srvlflöq d22 txh ydprv d xwlol}du gh slyrwh1 Hvwh
fdpelr lpsolfd txh od vhjxqgd froxpqd fruuhvsrqgh d orv frhflhqwhv gh od
lqföjqlwd } | od whufhud froxpqd d orv gh od |= Hq ho sdvr +LY,/ sdud frqvhjxlu
xq f hq ho hohphqwr d2 whqhprv txh pxowlsolfdu od whufhud od sru  | uhvwduoh
od vhjxqgd od pxowlsolfdgd sru En n > dvð/ hq od srvlflöq d qrv txhgd
 E2 n E2n En n  ' 2n2  n  S
| hq od srvlflöq de txhgd
 En n e SEn n  ' n n 2S
Frqvlghuhprv dkrud od ýowlpd od | fdofxohprv orv ydoruhv gh n txh kdfhq
txh 2n2  n  S wrph ho ydoru f G
2n2  n  S ' f' n ' 2 ö n ' @2
Glvwlqjxlprv/ sru wdqwr/ orv vljxlhqwhv fdvrv=
Vl n 9' 2 | n 9' @2 $ ujED '  ' uj ED mE  'qr gh lqföjqlwdv/ sru
wdqwr hv xq vlvwhpd frpsdwleoh ghwhuplqdgr1












oxhjr ujED ' 2 ' uj ED mE  ? qr gh lqföjqlwdv> sru wdqwr hv xq vlvwhpd
frpsdwleoh lqghwhuplqdgr1













oxhjr ujED ' 2 9' uj ED mE  ' > sru wdqwr hv xq vlvwhpd lqfrpsdwleoh1Q
Od uhjod gh Fudphu




d d2    dq
d2 d22    d2q
111 111 1 1 1 111
























d    e    dq
d2    e2    d2q
111    111    111
dq    eq    dqq

mDm
Hv ghflu/ sdud fdofxodu ho ydoru gh fxdotxlhu lqföjqlwd hihfwxdprv xq fr0
flhqwh gh ghwhuplqdqwhv1 Hq ho ghqrplqdgru gh wrgdv hoodv/ ho ghwhuplqdqwh gh
od pdwul} gh orv frhflhqwhv gho vlvwhpd1 Hq ho qxphudgru/ ho plvpr ghwhupl0
qdqwh txh hq ho ghqrplqdgru hq ho txh vxevwlwx|h od froxpqd fruuhvsrqglhqwh d
od lqföjqlwd txh ghvhdprv fdofxodu sru od froxpqd gh wìuplqrv lqghshqglhqwhv1
Hmhpsor 5159 Uhvxhoyh ho vlvwhpd gh hfxdflrqhv
{  | n 2} ' 
{ n |  D} ' f











' D 9' f=



































Od uhjod gh Fudphu wdpelìq vh sxhgh dsolfdu d vlvwhpdv frpsdwleohv lqgh0
whuplqdgrv/ ghvshmdqgr xqdv yduldeohv hq ixqflöq gh rwudv1 Hq sduwlfxodu/ vl
ujED ' uj ED mE  ' u ? q/ ghvshmduhprv u lqföjqlwdv hq ixqflöq gh odv q u
uhvwdqwhv1
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Sdud hoor/ vlhpsuh whqguhprv txh sdvdu d od ghuhfkd q  u lqföjqlwdv1 Od
ýqlfd suhfdxflöq txh ghehprv revhuydu hv txh do sdvduodv/ od pdwul} gho vlvwhpd
uhvxowdqwh vhd xqd pdwul} uhjxodu> hv ghflu/ frq ghwhuplqdqwh qr qxor1
Hmhpsor 515: Uhvxhoyh ho vlvwhpd gho hmhpsor +5155e,=
{ n |  } ' e
{  | n } ' 2




Vroxflöq1 Do gldjrqdol}du ho vlvwhpd vh rewlhqh txh ujED'2'uj ED mE ?>
ghelgr d txh od ýowlpd od gh od pdwul} dpsoldgd vh uhgxfh d fhurv1 Hvwr
lpsolfd txh ho vlvwhpd hv htxlydohqwh do vlvwhpd irupdgr sru odv grv sulphudv
hfxdflrqhv=
{n |  } ' e
{ | n } ' 2

Sdud dsolfdu Fudphu/ vl txhuhprv ghvshmdu grv lqföjqlwdv hq ixqflöq gh
xqd whufhud/ sdvdprv ìvwd d od ghuhfkd1 Sru hmhpsor/ sdvhprv od }=
{n | ' e n }
{ | ' 2 }

Dsolfdqgr dkrud Fudphu vh wlhqh=
{ '




















' 2}  2e '
} n 
2
Oxhjr odv lqqlwdv vroxflrqhv gho vlvwhpd ylhqhq gdgdv sru=
{ ' D }2 > | '
} n 
2 > } ' }> ;} 5 U=Q
64B. Campos / J. Castelló - ISBN: 978-84-691-4661-3 Matemáticas. Volumen I - 2008/2009 - UJI
Eleolrjudiðd
^4` Dohjuh/ s1 | rwurv +4<<3,= Hmhuflflrv uhvxhowrv gh Pdwhpäwlfdv Hpsuh0
vduldohv1 Hg1 DF1
^5` Eduuhgd/ p1 l dowuhv +4<<;,= Sureohphv gh fãofxo dpe dsolfdflrqv d
o*hfrqrpld1 Sxeolfdflrqv gh od Xqlyhuvlwdw Mdxph L/ Fdvwhooö1
^6` Eodqfr/ V1/ Jdufld/ S1/ gho Sr}r/ H1 +5336,= Pdwhpäwlfdv Hpsuhvd0
uldohv L1 yro 41 Äojheud olqhdo1 Hg1 DF Wkrpvrq/ Pdgulg1
^7` Eodqfr/ V1/ Jdufld/ S1/ gho Sr}r/ H1 +5336,= Pdwhpäwlfdv Hpsuhvd0
uldohv L1 yro 51 Fäofxor Glihuhqfldo1 Hg1 DF Wkrpvrq/ Pdgulg1
^8` Fdpdud Vdqfkh}/ D1 | rwurv +5336,= Sureohpdv uhvxhowrv gh Pdwhpäwl0
fdv sdud Hfrqrpðd | Hpsuhvd1 Hg1 DF Wkrpvrq1
^9` Fdvdq|/ M1/ Fdvwhoor/ M1/ Sod}d/ I1 +4<<5,= Vlvwhpdv gh hfxdflrqhv
olqhdohv1 Hg1 Qdx Ooleuhv/ Ydoëqfld1
^:` gh Exujrv/ M1 +5333,= Fäofxor lqqlwhvlpdo gh xqd yduldeoh1PfJudz Kloo/
Pdgulg1
^;` V|gvdhwhu/ N1/ Kdpprqg/ S1 +4<<9,= Pdwhpäwlfdv sdud ho Dqäolvlv
Hfrqöplfr1 Suhqwlfh Kdoo/ Pdgulg1
